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VORREDE. 



MJie Analysis hat in der neusten Süeit in Deutschland die be- 
detitendsten Fortschritte gemacht; wir verdanken dies besonders 
der combinfttorischen Methode. Wir ermangelten jedoch lange 
eines vollständigen Werkes über combinatorische Analysis^ bis 
Schweins im Jahre 1820, in seiner Analysis, die Arbeiten seiner 
Vorgänger , im Vereine mit seinen eigenen Untersuchnngen y der 
gelehrten Welt übergab. Sollte Jemand an dem Werthe der neuen 
Methode noch zweifeln können, so mag er sich in diesem gehalt- 
vollen Buche eine bessere IJeberzeugung holen. Seitdem ist über 
diesen Gegenstand wenig geschrieben und nichts Neues gefunden 
worden; wir haben uns daher in dem Folgenden immer auf dieses 
Werk beziehen können, worin man auch das Geschichtliche nach- 
sehen kann, üeber die Summen der geordneten Verbindungen mit 
und ohne Wiederholong besitzen wir zwar neuere Bemühungen, 
die Sache ist jedoch durdi dieselben nicht gefördert worden, 
Schweins hat schon in der dritten Abhandlung seiner Analysis 



y Google 



VI 

diese Summen auf die der Potenzen der allgemeinen ZaUenreihe 
zorückgeführt 

Wenn die Einheit nacli nnd nach durch ein und dasselbe 
Polynominm mehrmals gemessen wird, so entstehen Verbindungen, 
welche nur ein Gesetz darbieten, wenn man zur Vertheilnng der 
Elemente in Fächer seine Zuflucht nimmt. Diese Zerfällnngen 
oder Vertheilnngen schienen mir dem Geiste der Methode nicht 
angemessen und da durchaus nicht zulässig, wo nur von Zn- 
saounensetzung die Rede seyn Iconnte. Wir fassten daher den 
Gegenstand allgemeiner auf, wiederholten das Vervielfachen und 
Hessen mit mehrtheiligen, ungleichen Grössen und gelangten so 
zu den gedoppelten Verbindungen mit und ohne Wiederholung zu 
bestimmten Summen, welche uns wieder, im Vereine mit den 
gedoppelten Verbindungen die Schweins i82S in seiner Dif- 
ferenzial-Rechnung bekannt gemacht hat, zur Idee der allge- 
meinsten Verbindungen führten. Zu spät haben wir die neueste 
Schrift dieses Geometers, seine Grdssenlehre, erhalten, ura 
sie bei der Ausfiihmng dieser Idee benutzen zu können, 
wir verweisen daher unsere heeat auf dieses interessante 
Werkchen. 

Die ersten Andeutungen der gedoppelten Verbindungen ohne 
Wiederholung findet man in vielen Schriften , durch die aufge- 
nommene Bezeichnung zuerst deutlich ausgesprochen, finden sie 
sich bei Schweins *J ; aber weder von den gedoppelten Verbin- 
dungen mit Wiederhohug noch von irgend einem der vielen 

*y DlAreozkl-BoehBOBr, pftg. 6t9. 
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Gesetze, welche irir für beide Verbindungsweisen aufgefanden 
haben, findet sich die geringste Spur. 

Die allgemeinsten Verbindungen müssen für die Wissenschaft 
-ron der grössten Wichtigkeit werden, zn welchen bedeutenden 
Resultaten haben nicht schon die Produkte mit Versetzungen 
geführt »3 ! 

Die bis jetzt bekannten Combinationen sind als specielle F jlle 
in den allgemeinsten Verbindungen enthalten , wir mussten daher 
auch bei unsem Untersuchungen auf die specieUen Gesetze kom- 
men , die in der sechsten Abhandlung der Analysis für die ge- 
ordneten Verbindungen, mit und ohne Wiederholung, enthalten 
sind. Ausserdem haben wir aber anch für diese spedellen Ver- 
bindungen viele Wahrheiten gefunden, welche bisher g&nzlich 
unbekannt waren. Die Untersuchungen über die Beschränkung 
der untern Stellenzahlen sind ganz neu, sie haben uns zu den 
specieUen Gleichungen 97 und 98 geführt, ans welchen die schon 
— aber ohne Beweis — bekannten Gesetze iOO und tOD her- 
vorgehen; wenn die Elemente alle = 1 werden. 

Die Untersuchungen in der zweiten Abtheiinng sind fast 
ganz neu; was sich bei Schweins über die geordneten Ver- 
bindungen mit Wiederhoinng vorfand, haben wir am gehörigen 
Orte angegeben. Besondere Aufmerksamkeit verdienen die Ge- 
setze i9S bis 198. Der Inhalt des Anhanges findet sich bis zum 
g. 24. schon bei Enler, die folgenden Untersuchungen sind neu. 

*> nUbrmzial-BacluilDr, pif. 490 Mi 54S. 
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In den beiden letzten Abtheilungen hatten wir keinen andern 
Zweclc als die nächsten Anwendungen unserer Verbindungen zu 
zeigen, das Allgemeine ist auch hier neu, die specieUen Wahr- 
heiten meistens schon beluumt, den Inhalt der $$. 33, 3S, 39 
80 wie 40, 42, O gelien wir hier zuerst. 

Die Untersuchungen, welche wir hier dem mathematischen 
Publicum vorlegen, sind zum Theil schon vor i82S geschrie- 
ben; eine ganz andere Gestalt erhielten sie dadurch, dass 
wir, nach der Erscheinung von Schweins Differenzial-Rech- 
nung, seine Bezeichnung auAiehmen konnten. Seitdem haben wir 
noch allgemeinere Wahrheiten gefunden, welche, wenn die gegen- 
wärtigen Abhandlungen Beifall finden sollten, wir mit Anwendun- 
gen auf die Fakultäten, bald bekannt machen werden. 
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T H E n I E 

UEIl GEDOPPELTEN 

VE RBINDUNGEN 

mit und ohne 

Wiederholung zu bestimmien Summen. 



Wenn man eine Reihe von Elementen 

A. , A. , A. , A 

anf alle m^liche Weisen so zasammenstellt, dass immer eine be- 
stimmte Anzahl p derselben, mit Gestattung der Wiederholung eines 
einzelnen Elementes, in einer ZusammenstetlnDg erscheinen darf, so er- 
hllt man sehr allgemeine Verbindungen, welche viel« untergeordnete 
Verbindungsarten in sich schliessen. Von diesen secundSren Verbindun- 
gen ery'Shnen wir bloss die geordneten Verbindungen mit und ohne 
Wiederholung und die Zusanimcnstellungen zu bestiiumtcn Sammen. 
In solcher Ausdehnung ward dieser Gegenstand schon \on den ersten 
Begründern der combina torischen Analysis gegeben. 

Im Jahre 1825 föhrt« Schweins, in seiner Difrerenzialrech- 

nung, die Produkte mit Versetzungen und andere gedoppelte Verbin- 

1* 
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düngen in die Wissenschaft ein. Sie standen aber bis jetrt noch ver- 
einzelt in keiner allgemeinen Ideen Verbindung. Die gegenwSrti'en 
Abhandlungen sind ein Versocli, diese Lacke aaszuftillen. 

AVenn man in mehreren, unter sich verschiedenen, Reihen vor. 
Elementen 

AV , A'." , Ai" , A^" , . . . 
A';' , AV* , A'." , A';' .... 
A^" . \\" , A? 

K' , AT , 

die Glieder derselben, unter sich sowohl, als mit denen der andern Rei- 
hen, auf alle mögliche Weisen zu p Elementen verbindet, mit Gestat- 
tmig der Wiederholung der einzelnen Elemente, so entstehen die all- 
gemeinsten Verbindungen , welche wir hier zuerst bekannt machen. 

Aus der Reihe der allgemeinsten Verbindungen kann man nun 
untergeordnete Verbindungsarten heraus heben, dahin gelifiren die er- 
wähnten gedop|>eIten Verbindungen und die Produkte mit Versetzungen 
von Schweins; sie enthält ferner noch, anter andern, Verbindungswei- 
sen , wo die oberen Stellenzahlen geordnete Verbindungen mit oder ohne 
Wiederholungen bilden und wo jede Verbindung so oft wiederholt wer- 
den musSj als sich Anordnungen der untem Stellenzahlen zu bestimmten 
Summen trefien lassen, wir nennen sie gedoppelte Verbindungen 
mit oder ohne Wiederholung zu bestimmten SammaM. Die 
folgenden Untersuchungen haben die Erforschung der Gesetze zum Zwecke, 
welchen diese letzten Verbindungsarten unterworfen sind, man betrachte 
sie als einen Versuch zu einer Theorie dieser Verbindungen, 

Es bedeute nun 
1) A ((1,2,3,. .n)^-^'f(m) (1,2.3...)) 
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die gedoppelten Verbindungen otine Wiederholung aas n Elementen zu 
p Elementen zur Summe m der untern Stellenzahlen aus den Elementen: 
A'," , AV , AV A':!.p,. 

K' . AV . Ar , . . . . AI*:,,. 
A'." , A'" a;::,^. 

Ar , A':'.,,. ■ 

Auf gleiche Weise seyen, aus denselben Elementen gebildet, 

2) A ([1,2,3,. .n]'" fCni) (1,2,3,..)) 

die gedoppelten Verbindungen mit Wiederholung aus n Elementen zu 
P Elementen zur Summe m der untern Stellenzahlen. 

Erleiden die untern Stellenzahlen keine Beschränkung, so ist such 
ihre Angabe nicht nfithig, ea wird alsdann vorausgesetzt, dasa die Summe 
aus 1,2,3) ■ • . gebildet werde. Far diesen Fall kSnnen wir die Bezeich- 
nung abkürzen und bloss setzen, 
ftir die erste Art der Verbindung 

3) A ((1,2,3.. .n)'"fCmj) 
Dnd fiir die andere 

4) A ([i,2,3,..nf'f(m)) 

Verschwindet der Unterschied der untern Stellenzahlen , so sind 
die geordneten Verbindungen ohne Wiederholung aus n Elementen zu 
p Elementen bezeichnet mit 
6) A (i,2,3,..n)P' 

und di« geordneten Verbindungen mit Wiederholungen fijr dieselben 
Zahlen durch 
6) A [i,2,8,..n}'" 

Lassen wir aber die Verschiedenheit der obern Stellcnzahlen \-er- 
schwinden, so bezeichnen wir die Verbindungen zu bestimmten Summen mit 
1) A (f(ni)(i,2,3,-})'" 
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Wird m^s, n=4, ond p = 3, so ist 

A {(■•?. »,-r'fW)=AV'.A;".AV+A',".A'.".A'."+Ar'-A;". A'."+A'.-'. A'.".Ar 

a'.".a';'.a'."+a'.".a'.".a"."+aV'.a'.".a',"+a'.".a'.'.a'.' 
a;-'.av'.a'."+a;''.a'.".a'."+av'.a';'.a'.*'+av'.a;".a'." 
a'.".a'.".a'."+a';'.a".".a'."+av'.a'.".av'+a';'.a'.".a';' 

AV'.AV'.A'."+AV'.AV'.A'."+AV'.A'.".A'."+AV'.A'.^AV'^ 
A'.-'.Ar'.Ar'+A:'.A'.".A'."+A'.".A'.".A'."+A';'.A'.".A';' 
Und wenn n = 3, p = s, und m = 4, so wird 

A ( [....3l" f (4)) = AV. AV. AV+A.-. AV.A'."+AV. AV'. Ar 

aV'.a';'.av'+a'.''.a'.".a,"+a'.".av .a. 
a'.".a'.".a'."+a'.".a',".av'+a';'.a';'.a." 
a';'.a';'.a';'+a';'.a'.".a'."+av\a',".av' 
a';'. a',". a'."+a';'. a',". a'."+av'. a'.". a'." 
aV. a'.". a'."+ a'.". a'.". a;"+ A'." . A'.". A"." 
A';'. A'.". A';'+ A'.". A';'. A',"+ A';'. aV. aV 

A'.". AV. A'."+ A;". Ar . A'."+ A'/'. A';'. A'."' 
A'.".A'.".A'."+A'.". A',".A'."+A'.''.A'.".A'." 
Ai".A'.".A'."+A',".A'.".A'."+A'.".A'.".A;" 
Wird p = 0, so wird aas i und j oder 3 nnd 4 und ans i 
8) A ((i,2,3,..n)'"f(m)) = " 

A (fi,2,3,..n]" r(m))=o 
und A (f (ni) (1,2,3,..) )'■' =" 
Aus den Gleidinngen s und « aber wird in diesem Falle _ 
g) A (c,2,3,..n)'-'= 1 

und A [l,2,3,..n]'"=:l 
Wird aber in 3, 4 und i aueh nocli ni = o, so wird 
JON A ( (1,2,3,. .nrf{o)) =1 

A ([1,2,3,. .nrf(o)) =1 
undA (f(o) (1,2,3. .))'•' = 1 
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Die gedoppelten Ver1>indangen , begriflen in 

A |(i,2.3,..n)'"fCin)) 
kSnnen in zwei Theile zerlegt werden, in einen Theil, welcher eine be- 
stimmte obere Stellenzahl nicht enthSlt, und in einen andern, worin die- 
selbe vorkommt. Der erste Theil kann dargestellt werden durch 

A ((i,a.3,..s-i,s+i,..n)'"f(m)) 
Von dem zweiten Theile kann man das Element A'" trennen. Nun 
gibt es Verbindungen, werin A'," enthalten ist, andere, in welchen A','* 
steht u- s. w., und zuletzt solche* welche Ai;L,+, enthalten. Z. B. : Es 
sey nss5, p=£3, ni:=5 und s = s, so ist 
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A(c.,2,s,4,s)"'f(5)) = A',-'.V;'.Ai"+A',"''Ai"-Al"+A; 



A';'.AV'.A';' 



A|''.A,' »Aj 



A',".A',".A;" 



AV- Ai"+ X'P X AV'.A;"+ A:p> 


AV'.AV' 


2 1 

3 1 

AV'.A';' 

Z i 
3 t 


aV'.a'j" 

AV'.A'," 

Z 1 


A',-'.A'," 

aV'.a'," 

AV'.A'," 
AV'.AV' 


aV*.a;" 


Ai .Aj 


AV'.A'," 


3 1 

av'.a;-" 


I 1 




3 Z 
3 1 


AV'.A';' 




av'.a';' 


Z 1 




3 Z 






3 1 






Ar.A'j" 







Indem wir in dem zweiten Theile diese Elemente sondern, blei- 
ben Klassen von Verbindungen fibrig, in welchen die Summe der un- 
tern Stellenzahlen nur noch m-i, m-2,... p-i beträgt, und 'welche 
wir bezeichnen kSnnen mit 

A/(i,2,3,..s-i,s+i,..n)*-''f(m-i)|, A|Ci,a,..s-i,s + i,..n)'''-"f(ni-2)|,.. 
A ((1,2,.. 8-1,8 + 1.. .n)''-"f(p-i)) 

Verbinden wir diese Ausdrücke mit den fehlenden Elementen, 
80 wird 
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11) A |{i,2,3,.-n)"f(m)j = A | (i,2,..s-i, s+i,..n>" f (iii) ) 

+ A i(i,2,..s-i,s + i,..n)"-"f(!n-i)|.A;" 
+ A /(l,2,..fi-l, 8 + i,..n)''"''f(ni-2)|.A'." 
+ A ((l,2,.s-i, s+l,..n)"-"f(iii-3)|.A'," 

+ 

+ A j(i,2,.s-i,s+i,..ii)'-"f(p-i)j.A';',„, 
Diese Gleichanj;, deren wir uns in der Folge nocii oH bedienen 
niässen, kürzen wir durcli Zeiclien ab und setzen 

12) A ((i,2,3,..n)<''f(ni)) = A ( (l,2,.. s-i, s+ i, ..n)" f (m) | 

+ A ((i,2,..8-l,s + l,..n)"-''f(ni-i|p-i)).A'.J.-.„. 
LKsst man s ^ n werden , so entsteht 

13) A |(i,2,3,..n)"'f Cni)| = A | (1,2,3,. .n-i)« f(m) ) 

+ A ((1,2,3,. .n-i)"-'f{ni-i;p-i)).A'.-;..„. 

= A ((1,2,3,. .n-i)»'f(m)j 

+ A ((1,2,3,. .n-i)"-"f(in-i)) . A'." 

+ A ((1,2,3,. ■n-iy'-''f(ni-2)| . A'."' 



+ A ((i,2,3,..n-i)>'->f (p-i)) . A;:i„. 

Diese Gleichung enthSli eine zuräclilanrende Bestimmung unserer 
Verbindungen, sie weisst die Verbindungen aus n Elementen zu p Ele- 
menten znr Summe ni auf die aus n-l Elementen zu p und p-i zur 
Summe m, m-i,..p-i zurück. 

Eine andere, auch in Hinsicht auf p und m zurücklaufende Kil- 
dungsweise erhalten wir aus 12. Wir bilden nach der Vorschrift die- 
ser Gleichung die folgenden 
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A ((1,2, .n)"'f (m)| = A ((i,j,..s-i,a+l,..n)"'f(ni)) 

+ A ((i,2,..s-l,s+i,..ii)"-'f (ni-i|[>-i)|.A','|'..„. 
A |(i,2,..s-i,s + i,..n)i'>f(m)) = A |(i,2,..s-l,s + j,..n)"'f(iii)j 

+ A |(i,2,..s-i,s+2,..n)"-"f (m-£|p-i)| .a;;;'-,.. 

A |(i,2, ■s-i,si-2,..n)'" f(in)j = A |(i,2,..s-i,s+a,..nj"f (m)| 

4. A ((1,2,. .s-l,s+3,..ny'-"f{in-i|p-i)j .*'.;::'„. 

A ((i,2,..s-i,s+h-i,..n)wf{m)j = A ((i,2,..»-i,s+h,..n)"'f(in)| 

+ A ((l,2,..8-l,s + h,..n)»-f{m-l|li-l)|.A',-|;'_V.'. 
und vereinigen sie darcll Zuzählen, io wird 

14) A((i,2,>,..n)'"f(ni))=A((l,2,..s-l,s+i,..n)"-f(n.-,|p-,)).A;-,'..„. 

+ A|(i,2,i.s-i,s+2,..ny»-'f(m-i'p-0|.A;;iL',.. 
+ A((i,2,..s-l,s+3,..n)"-;'fCm-i|p-i)|.A;];LV' 

+ 

+ A|Ci,2,..s-l,»+h,..n)"-'f(m-i|p-0).AV|:''.V,'. 
+ A ((l,2,..«-i.»+h,..n)* f (m)| 
Wird liierin h ^ n - p, so wird das letzte Glied 
A|(i,2,..s-l,s+n-p,..n)i"f(m)) = A((l,2,..a-i,s+n-p + i,..nf'f(ni)| 

+ A((i,2,..B-i,8+n-p+i,..n)<'-"f(m-i|p-i)|.AVi'-V.'- 
= o + A 1(1,2,. .s-j,a+n-p+l,..ny'-'f(m-i|p-i)j.A,';;:;;'. 
Mithin 

15) A((r,J,3,..nrf(ni))=A((l,J,..«-l,s+l..n)"->f(m-jlp-i)).A;;L,.. 

+ A((i,2,..s-l,s+2,..n)''"'f(m-i|p-i)).A'.;:i>„. 
+ A ((i,2,...>.l, s+a,..n)"-'f(ni-i|p-i)). A'SV. 

+ 

+ A ((i,2',..s-i,s+n-p+i,..n)<'-'f(m-tlp-l)).A;r.-,'\ 
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Ea sey n = 5, 



. p ;= 3, m ^ » und B ^ 3, so ist 

A ((l,J,3,4,5)'"f(5)) = A ((l,2,4,5)"'f{4|2)) • A',;! 

+ A ((1,2,5)'" f{4|2)) . a;;; 
+ A ((i,2r f (4|2)) . a;:; 

= A((l,2,4,srfW)-A;" + A((l,2,4,jr'f(3)).A'." + A((.,5,4,5rf{2)).A>.- 
+ A((.,2,5)'" f(4)).A'." + A(((,2,5)'" f(3)).A'."4.A((i,2,s)"' f (i)) • A',' 
+ A((l,2r' f(4)).A;" + A((l,2r f(3)).A'." + A((l,2)-' f(2)).Ar' 
= AV'. A'," X A'," + A',". Ai" X A'," + A','. A'/' X A'," 

AV'.A'," 



A',". A'," 

Z 3 

3 t 

A',". A'," 

2 1 
S 1 

A',". a;*' 

1 2 

3 I 

AV'. A';' 
2 2 

AV'. AV 

2 2 
} t 

+ AV'.AV ^ aV 

1 1 

A',". A'," 

I 2 

1 t 

AV'. A'j" 

3 s 
I 1 

+ AV'. A',-' X Ai" 



AV'.Ai" 

1 I 
A',". A'," 

2 1 
A',". Ai" 

2 ] 

A',". A'," 



a;". a',' 

A',". A'" 

Ai". a;" 

Ai". Ai" 
Ai". Ai" 
+ Ai". Ai" >< A'," 
Ai". Ai" 
Ai". A'," 

+ Ai". AV >< A';' +■ '^" *'" =^ *'" 

2 1 

Ai". a;' 

2 1 
AV'. AV 

2 1 

*■ AV'.Ai" X AV 

' ' I 
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Auf gleiche Art wie 15 erli8It man die folgende Gleichang, 

10) A ((1,2,3,-. ny''f(iii))=A((i.2,..s-i,s + i,..n)<'-"fCin-i)p-i)|.A!:i.p^. 
+ A((i,2,..s-2, s + i,..n)'''--'f(m-i:p-i)j.AV.V, 
+ a/(i,2,..s-3, s+i,..nyf-"f(m-i|p-i)).A^V-i'*- 



+ A |(i,2, . . s-n+p-i, s+i, .. n)"-"f (ni-i|p-i)| . A'.'«" + . 
Wir gehen zu speciellen Fällen über , indem wir dem s bestimmte 
AVertlie beilegen. Es sey in 15 s ^. i , so ist 

11) A ((1,2,3,. .n)'"f(ni)) = A ((2,3,4,. . n)'-' f(m-,|,,-,)) . A'.'i.,.. 
+ A ((3,4,5,. .n):'-'f(m-i|p-i)| . Ali.,». 
+ A ((4,5,6,. .Il)"->f(in-i|p-i)) . A'.;U,». 



+ A ((n-p + 2,..n)"-'>f(ra-i|p-i)| . A'.;;!;;'. 

Eben so sey in 16 s ^ n, so wird 

18) A ((i,2,3,..n)<''f(m)) = A ((i,2,..n-i)"-' f (m-ilp-i)) . A'.IU^. 

+ A ((i,2,..n-2)<'-' f (m-i!p-0) • A''i~-f*' 

+ A |Ci.2.--n-»)''*" f (m-ilP-i)) ■ A'.I^V. 

+ 

+ A (a,2,-p-i)"-f (m-ilp-i)) . A%.,.. 

Diese Gleichung ist in Jeder Hinsicht zurficklanfend, sie weisst 

die Verbiiidnngs- Klassen aus n Elementen zu p Elementen auf andere 

zurück ans n-i, n-2,..p-i Elementen zu p-i und die Summe m anf 

geringere Summen. 

Lfisst man die Verschiedenheit der untern Stellenzahlen ver- 
schwinden, 80 erscheint auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens jede 
Verbindung gleich oft; alle Verbindungen sind daher von demselben 
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Faktor begleitet, welchen wir von beiden Seiten hinwegnebmen können, 
geschieht dies, so bleibt 

19) A (i,2,3,--n)"" = A Ca,8,4,..n)'f-" x A'> 
+ A (3,4,», ..n)""" X A"' 

+ A (4,5,ß,..n)"'"'' X A" 



+ A (n-p + s,..ny'- 


• X A-" 


= A (■,2,3,..n-.)"- 


• X A»' 


+ A (i,2,s,..n-2)"- 


• X A-' 


+ A (1, 2, 3,. 11-3)"" 
+ 


■ X A'-- 



+ A (1,2,3,. .p-i)'"' X A"" 

Auf diese Weise sind wir also zu den bekannten Vorschrifien 
zur Bildung der geordneten Verbindungen ohne AViederholungen gelangt; 
sie sind ganz specielle FSlle unserer Gleichungen 15 und 16. Die 
Gleichungen 1& kSnnen dienen, die Anzahl der geordneten Verbindun- 
gen aus n zu p Elementen aufzufinden. Wir setzen, es sey diese An- 
zahl ^ (n,p), so ist nach 19 

(n.p) =: (n-1, p-a) + (n-a.p-i) + (n-8,p-i) +..+ (p-i, p-i) 
Nun ist (n,i) =1 n, mithin, wenn wir in die vorstehende Gleichung 
p — 2 setzen, 

Cn,2) =x (n-i, 1) + (n-2, 1) + (n-s, 1) +-.+ (1,1) 

_ n (n-i) _ n''" 
1 . 2 i'i' 

Setzen wir p = 3, so wird 
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(n,3) = (i»-l,2) + (n-2,2) + Cn-a,2) +•■+ (2,?) 






• + : 



Ganz aUgemeiii ergibt sich 

(„ „^ - ("-0"""- ^ ("-=')'"'- . ("-ar''" + + (P-')"-"'" 

C"tP) = ^p-|, ' + — iirrq^ — + j^rrp — +■■+ j^-H- ' 

_ „M- 

Mithfa aus n Elementen zu p Elementen die 
20) Anzahl der geordneten Verbindungen ohne Wiederholangen = — — 

Wir können jetzt zu einem andern besondern Falle übergehen 
und in 18 die obem Siellenzahten gleich werden lassen. In diesem Falle 
erscheint jede Verbindung dieser Gleichung auf beiden Seiten so ofl: , als 
sich geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen ans den vorhandenen 
Elementen zu einer bestimmten Anzahl Elemente bilden lassen. Machen 
wir daher von der Gleichung 20 Gebrauch, so geht 18, wenn die Ver- 
schiedenheit der obem Stellenzalilen versdiwindet, über in 

!^A(f{n,)(l,2,3,.0)''' = (!l^l!p;.A(f(n,-,|p-r)(l,2,3,..)|''-''.A,..,.. 

+ ^.P-A(f("-l|P-')('.2.3.-))"-'A.r.-,.. 
+ ^!^^.A(f(.n-l|,-.)(.,2,»,..))"-'.A„..,., 



+ (ErÜl!:'.A(f(n.-,|p-.)(.,2,3,..))"-'A,,..,., 

Da nun iix Glieder zur Rechten des Gleichheitszeichens sfimmt- 
lich gleich und nur mit verschiedenen Vor^hlen behafl«t sind, so zählen 
wir diese zusammen. Nun ist 
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li---!' IF— i' ' if-'l' ... ,, , 

nnd wenn wir die gleichet! Falttoren auf beiden Seiten vemacliISssi^en, 
21) A (f(nO(,,2.3,..))'" = A (f(n,-,|p-,)(,,,,3,. .))"-' . A„..„, 

= A |f(m-i) (1,2,3,..))"-" . A. 
+ A |f(ni-2) (1,2,3,..))"-' . A. 
+ A |f(m-a) (1,2,3,. .))"■•' . A. 

+ 

+ A (f(p-0 (1,2,3,..))"-' . A..„. 

Hier erit Alten wir wieder eine bekannte Vorschrift, nSmlich die 
zar Bildung der Verbindangen zu bestimmten Summen; wir wollen sie 
benatzen, um die Anzahl dieser Verbindungen aufzufinden. Es sey die 
Anzahl derselben begriffen in A /f(m)(i,2,3,..)|"'' ^ (m,p),, so ist 

(m,p). = (m-i,p-i). + (m-2,p-i). + (m-3,p-i). +..+ Cp-i.P-«)- 
Beachten wir, dass (m, 1), ^ 1 nnd setzen p k= 2, so wird 
(m,2), =: {m-i,x). + (m-2,1). + (m-3,1). +..+ (1,1), 
= 1 + I -h t +..+ 1 

1 
Setzen wir p ss 3 , so entsteht 

(m,3). Ä (m-1,2). + (ni-j,2), + (ra-3,2). +..+ (a,2), 

= 5^ + =f5 + ^ +.. + 4- 

_. (m-i)(in-2) __ (m-i)'!-' 

1 . 2 !■'' 

Ist p = 4> 80 erbSIt man 
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(111,4). = {m-1,3), + (in-2,3). + (m-3,3), +..+ (3,3). 

_ (m-2)-i- (ni-3)-'-' (ni-4)'l- i'i-' 
ri^- + FT — + — f|.— +--+TF 

Und ganz allgemein 

_ (m- l)'-'- 

IP-'I- 

Mithin 

22) Anzahl der Verbindungen begrifTen in 

A"(f(m) (1,2,3.. Or = ^'"''^'""" 
Und nun auch 

23) Anzahl der Verbindungen begriffen in 

A ((i,2,3,..n)'p'f(m)) = !^ . (m-i)'"''-' 



S.2. 



Die Gleichung- 11 weisst die gedoppelten Verbindungen, gebil- 
det aus n Elementen, auf die aus n-i Elementen zurück. Wir gehen 
weiter, indem wir nach dem Gesetze 11 ein neues Element aus den an- 
fönglichen Verbindungen heben und so ihre Bildung auf eine noch ge- 
ringere Anzahl von Elementen zurückbringen. Zu diesem Zwecke bil- 
den wir die Gleichungen ,, . 
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A|(i,2,..«-i,»+i,..ii)<''f(m))=A((i,l,..«-i,»+j,..n)i"f(Di)) 

+AJ(l,2,..»-i,s+2,..ii)"-"f(m-iip-i)).A'.'|:J,.. 

A'.".A|{i,j,..s-i,«+i,..n)<'-"f{iii-i)j=AJ(i,j,..»-i,>+s,..n)<'-'f(m-i)j.A?' 

+A(Ci,J..s-l,s+3,..n)"-'f(ni-2|p-2)).A;;;L',*..A'," 

A».A|(i,l,..ii-l,»+l..li)"-'f(iii-j))=A|(l,2,..»-i,s+>,..n)"-''f(m-j)l.A'." 

+A (Cl,J,..«-l,«+2,..n)"-"f(in-»|p->)j.A!',rJ, .Af 

A:'.,...A((l,j,..8-l,»+l,..n)<'-'f(p-l))=A((l,2,..»-l,«+2,..ii)"-fl>-i)).Ar-„, 

+a((i,2,..»-i, «+2,..ii)"-' f (p-2)) .a;"".a:'.,., 

zKhlen sie zusammen und erhalten 

A ((1,2,»,. .»rfW) = A ((l,2,..s-i,s+2,..nrf(m)) 

+ A!» |A((i,2,..s-i,s+2,..n)"->f(m-i)| 

A':'-' I 

+ A»' |AJ(i,2,..s-l,s+2,..n)"-"f(m-2)| 
AI"" I 

+ 

+ A!;'.,..lA((x,2,..s-l,.+2,..n)<'-' f (p-0) 

A«t;v,| 

+ A!" . A'."" |A((i,2,..a-i,«+2,..n)"-"f(m-2)) 
+ AI" . Ar" |A((l,2,..a-i,s+2,..n)»-"f (m-s)) 



+ A.™ . Ai:*.;v. 



A ((i,2,.. ■-!, s+2,..n)"-" f (p-J)) 



Wir können das Gesetz dieser Gleielmn; darch folgende Zeichen darstellen: 

3 
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A ((i,J,3,..ii)'"f(m)) = A ((i,2,...-l,»+2..ii)'"f(m)) 

+ A |(3,3 + l)''f(i:m-p+i)).A((l,2,..»-l,s + 2,..ii)<'-"f(m-l|p-l)j 
+ A |(s,s+l)'"f{2im-p+2)| ■ Ä |(i,2,..s-i,s+2,..ii)"-'f(iii-2!p-a)j 
Auf gleiche Weise Ifisst sich das Element A''*'' trennen und man erhlUt 
A ((1,2,3,. .n)'"f(ni)) = A ((l,2,..s-l,s + 3,..n)<"f(m)) 

4- A ((s,s+i,a+2)'"f{i|m-p+i)) . A ((i,2,..s-i,s+3,..n)"-"f(m-i]p-i)j 
+ A((s,s + l,a+2)'-'f(2|m-p+2)).A((i,2,..s-i,a+3,..ny'->f(m-2|p-2)) 
+ AJ(8,s+i,s+2)"'f(3|m-p+s)).A((l,2,..s-i,«+a,..n)"-'>f(m-»|p-s)) 
Gani allgemein ist, wenn h Elemente getrennt werden. 
24) A ((i,2,s,..n)'"f(m)) = 

A((«,»+i,..a+h-ir f (olm-p)) .A((i,2,..8-i,s+h,..n)<'> f(mlp)) 
+ A((s,s+i,..s+h-i)<'f(i|ra-p+i)) ■ A((i,2,..s-i,s+h,..n)"-"f(m-i|p-i)) 
+ A((s,s+l,..s+h-l)'"f(2!m-p+2)).A((i,2,..s-i,a+h,..n)>'-''f(m-2lp-2)j 

+ 

+ a((«,»+i,.."+1'-0"' f (p|ni))A((i,2,..«-i,a+h,..n)"> f (m-p|o)) 

Diese Reihe bricht mit dem Gliede 

A((s,s + i..s+h-iy"f(h|m-p+h)).A((i,2,..s-i,s+h,..n)"->>f(ni-h|p-h)| 
ah, wenn h kleiner als p ist. 

Es sey z.B. n = 6, p^4, m = 6, s=3 und h = 2, so ist 

A ((l,2,3,4,5,6rf(.)) = A ((a,4rf(o|2)) . A ( (l, 2, 5, 6)'" f (. |4)) 
+ A((3,4)-'f(<|3)) . A((.,2,5,»rf(»U)) 
+ A ((3,4rf("|4)) . A ((i,2,ä,er ((«!»)) 

:= A ((l,2,S,«rf(«)) 
+ A((3,4rf(l)) . A((l,2,>,6rf(3)) + A((3,4r'f(2)) . A(C.,2,5,.)'"f(4)) 

+ A((a,4r'f(3)) . A((i,2,5,«)"'f{3)) + A({a,4y"f(2)) . A((l,2,5..)"'fW) 

.+ A((a,4y>f(3)) . A((l,2,5,.r'f(»)) + A((s,4)->f(4)| . A((.,2,5,.)-If(2)) 

Digitized by VjOOQ I C 
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■i" • A';' 



. A'," . A'," 



+ A'," X AV- AV'. A'," + A'," X A',''. A';'. A'," + A^" X A',". A'/ 
A'," 



A'i" 



A',". A';'. a;" 



.A',".A'," 



.A',".Ai" 



AV'. A',". A';' 

I 2 I 
111 

A',". Ai". A'j" 

II 1 

av'.a';'.a;' 



AV'.A'/'.A 
A'i". AV'.A 

av'.av'.a 

A'.".A'.".A' 



+ A',' 



A'i" X A'i". Aj ' + A',". A's' X A';'. Ai" + A',". A'," X 

! 1 2 : 

AV'.A'." ' ' 

AV'.A'," 



AV'. A'i" 

1 z 

3 1 

aV'.aV 

2 I 
S 1 

A'i". M" 
t ) 
1 t 

AV'. A'j" 
1 I 

3 1 

A'i". \V 



t 1 
AV'. A'i" 

3 1 

AV'. A," 



AV'. AV 
AV'. AV 
AV'. AV 
AV'. AV 
AV'. AV 

aV- aV 
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Auf gleiche Weise wie 24, oder indem mm »=a-li+i «etzt, fin- 
det man die folgende Gleichung, 

26) A ((,,,,3,..n)">f(n.)) = 

= A(Cs-h+i,s-h+2,..srf(olm-p)).A|(i,j,...-h,3+i,..n7"f(m|p)) 

+Aj(s-h+i,«-h+2,..s)i'r(i;m-p+i)).Aj(l,2,..»-h,s+i,..n)>'-'f(m-i|p-l)) 

+Ai(a-h+i,s-h+s,..s)'"f(2]m-p+.i)|.AJ(i,i,..»-h,s+l,..n)'-'f(m-2|p-j)| 

+ • ■ • ■ 

+A|(>-h+i,s-h+2,..s)" f (p|m)).A|(i,2,..»-h,»+l,..n)'"fCm-plo)) 

Die heiden zurficklaufenden Bildungsweisen 24 und 25 weisen 
die Bildung unserer Verbindungen aus n Elementen auf die aus h und 
n-h zurQck. Wir haben die Elemente ihrer Folge nach s,s+i,..s-).h-i 
oder s-h+i, s-hH-2,-.8 aus ihren ursprSnglichen Verbindungen geho- 
ben, dies geschah der leichteren Bezeichnung wegen. Es Itnfipfl sich 
dieses Trennen der Elemente an Iceine vorgeschriebene Ordnung, son- 
dern es ist ganz willkflhrlich. 

Wir gehen nun zu speciellen Fsllen aber und setzen in 24 
s ^ 1, so wird 

26) A |(i,2 n)''>f (m)) = 

= A((i,2,s,..hrf (o|m-p)) . A|(h+i,h+2,..n7"f(m!p)) 

+ A((l,2 h)'-"f(i|m-p+i)) . A((h + i,h+2,..n)<' >f(m-i|p-i)) 

+ A|(i,2,s,..h)'"f(2|m-p+2}j . A|(h+i,h+2,..n)"-'f(m-2|p-2)j 

+ 

+ A((i,2,»,..hr f Cplm)) . A((h+,,h + 2,..n)"' f (m-p|o)) 

Setzen wir femer in 25 s =::n, so entsteht 
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21) A((,,,,,,..nrf (m)) = 

= A((n-h+i,ii-h+i,..i.rf(o|m-p)) . A|(i,j,s,..n-Ii)"f(in»| 

4- A|(n-h+t,n-h+2,..ii)"'f(i|ia-p+i)).A((i,j,3,..n-h)''-'f(in-ilp-i;| 
+ A|(n-h+i,n-h+j,..n)'"f(2|m-p+s)).Aj(i,2,s,..n-h)""f(m-2|p-2)j 

+ 

+ A[(o-h+i, n-h+2,..n)"' f (p|in)).A((i,2,», ..n-h)'" f (m-pl")) 
iJUist man in den Gleichnngen 24 — 21 die Verschiedenheit der 
ontem Siellenzahlen verschwinden, so ist die (x4-i)te Horizontalreihe 
z. B. in 26 

= A((i,i,3,..hy>fCi)).A((h+i,h+2,..ny'-f(m-i)) 
+ A((i,2,i,..hrf(r+i)).Aj(h+i,h+i,..n)"-'f(m-i-i)) 
+ AJCl,>,j,..hrf(r+2)).A((h+i,h+2,..n)»-'f(ni-i-2)) 

+ 

+ A((l,2 hrf(ni-p+i)).A((h+l,h+i,..n)"-»f(p-x)) 

= A(.,. hr.ACh+,,h+2,..nr-.j ^';.'j;"""'-^'°-^,:.'?':'"""' 

x'—'"' (m-x-g)'""''"' 



, (»+»)-'- (m-x-s)'--'- 
■•■ ,.-,,. „-.-.1. 

+ 

, (m-p+i-l)— I-' (p-i-l)'— ''-' l 
+ irrrr „-.-.1. / 

= A(l,i,j,..h)-.ACh+i,h+l,..n)<— • . ^"'~,'?',r'"' 

Da der Ausdruck für die'Summe der eingeltlammerten Reihe Icein 
X mehr entliült, so sind auch alle Horizontalreihen von deniaelhen Fali- 
tor ^ — ~ ■^ — begleitet , derselbe entsteht gleichfalls auf der linken 
Seite des Zeichens, so dass nach dessen Hinwegnahme bleibt, nach 24 
(394 der Analysis) 
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28) A (l,2,s,..n)'" = A (s,»+l,..8+h-i)™ . A (i,2,..s-i,l+h,..n)"' 

+ A (s,s+i,..s+h-l)'"' . A (i,2,..s-i,s+h,..n)»-'' 
+ A {s,«+i,..8+h-i)'" . A (i,2,..«-l,s+h,..n)"-" 
+ • • 

+ A (8,8 + 1,. -S + ll-l)'" • A (l,3,..«-l,8 + h,. .!!>•> 

Nach 25 

29) — A (»-h + i,8-h+2,. .»)'•'. A(l,2,..s-h,»+i,..li)"l 

+ A (s-h+i,8-h+a,..8y".ACi,2,..s-h,s+l,..n)""'* 
+ A (s-h+i,s-h+2,..sy''.ACi,2,..s-h,s+i,..n)""" 

+ 

+ A (s-li+l,«-h+2,..«)'".A(l,j,..s-h,»+i,..n)'" 
Nuh 2« 

30) = A (l,J,a,..Ii)<" . A (h+i,h+j,..i»)'" 

+ A (i,2,a,..hy" . A (h+i,h+2,..n)""" 
+ A (l,2,a, .h)"" . A (h+i,h+2,..il)"-" 

+ • . 

+ A (1,2 h)"' . A (h+i,h+2,..ii)'-i 

Nach 21 

31) = A (n-h+i,ii-h+j,..iiy' . A (i,2,8,..ii-h)" 

+ A (n-li+i,ii-h+2,..ii)'" . A (1,2,3,. .n-li)""" 
+ A (ii-h+i,n-h+2,..n)'-> . A (i,2,s,..n-h)"-' 

+ 

+ A (n-h+l,n-h+»,..n)"" . A (l,2,3,..n-h/'* 

S-3. 

Die Gleichung 24 ist noch einer Erweiterong Ühig, sie kson 
noch allgemeiner gemacht werden. WShrend die Anzahl der Elemente 
in den Verbindungen sich gleich bleibt, in den einen h, den andern n-li. 
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wechseln die Exponenten und die Summen. Wir wollen einen solchen 
Wechsel anch in der Zahl der Elemente eintreten lassen, es soll auch 
h sich TerSndern. 

Wir verbinden die Gleichungen 24 und 11, und ersetzen in 24 
nach der Vorschrill U alle Glieder vom 2ten an, welche das Element 
A"^^' noch enthalten, durch andere, worin es nicht mehr vorltömmt. 
Diese Substitution führt zu der Gleichung 

A |(l,2,a,..nrf(m)) = 
= A({a,s+i,..8+h-j)'"f(o|m-p)).A((i,2,..s-i,»+h,..n)<"f(m|p)) 

+ A|(s,s+i,..s+h-i)<"f(i|ni-p+i)).A((i,i,..s-i,s+h+t,..n)"-"f(ra-i|p-i))- 
+ Ar" . A ((s,s+i,..B+h-i)'"f (i)) 
A((s,8+l,..8+h-i)'"f(2)) 

+ A':*".A((s,s + i,..s+h-irf(i)) 



A';*".A((s,s+i,..s+h-i)'"f(2)) 
A({s,s+i,..s+h-i)'"f(3: 



A((l,2,..s-i,8+h+i,..n)""'f(m-a)l 
Aj(i,2,..8-i,s+h+i,..n)ii— if(m-j)l 



+ Ar".A((8,S + I,..8+h-irf(2)) 
A|(8,8 + ,,..S + h-irf(3)j 



A((l,2,..s-i,s+h + i,..n)"-"f(m-»)| 



Die Vorzahlen liSnnen nach 11 zusammengezogen werden und es entsteht 

A ((1,2 nffCm)) = 

= A((s,8+i,..s+h-2)'"f(o|m-p)) . A((l,2,..s-i,a+h,..n)'Bf(m|p)| 

+ A|(s,s+l,..8+h-i)<'f(i|m-p+i)).A|(i,2,.. 8-1,8 h+i,..n)''-"f(m-i|p-i)j 
+ Aj(s,8+i,..8+h)"' f (2|m-p+2)).AJ(l,2,..s-i,s+h+«,..n)"-"f(m-2|p-2)) 

+ 

+ AJ(8,8+l,..s+h>"f(p|m)|.A((i 8-i,8+h+«..Brf(">'-pl<')) 
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Vom zweiten Gliede dieser Gleichung an kSnnen vir Jetzt wieder 
durel) alle Glieder das Element A"*^*" ans seinen arsprOnglichen Ver- 
bindungen hebei) nnd mit den andern VeH>indungs- Klassen vereinigen, 
es geschieht dies auf dieselbe Weise, wie es vorhin angegeben ist. und 
man erhält 

A ((1,2,3,. .n)"'f(n.)) = 
= A((«,s + l,..»+li-2)"'f(oim-p)).A|(i,2,..s-t,» + h,..n)'"f(m|p)| 

+ A/(s,»+l,..s+l'-i)"'f('in>-p+>))-*((i,2>"»-'.s+l'+',"n)"""f("^'ll>-l)) 
+ A|(«,s + j,..» + h)i" f (s|in-p+2)|.A((i,2,..a-l,s+h+2,..ii)"-"f(iii-2|p-2)j 
+ A((»,J+l,..«+h+i)"'f(»|iii-p+3)).A((i,2,..»-l,8+h+2,..n)"-"f(in-s|p-3)| 

+ • 

+ A ((»,»+!,. .>+h+i)<"f(p|ni)).A|(i,2,«-l,B+h+2,..ii)'"f(iii-p|o)) 

In dieser Gleichung muaa man jetzt vom 4ten Gliede an ab- 
wSrts aag alten anfitngUclien Verbindungen das Element A'*^''^" wegbrin- 
gen n. s. w. Setzt man dieses GeschSft so fort, so erhKlt man zuletzt 
32) A ((.,2,»,..n)'"f(m)) = 

= A((s,s+i,..s+h-t)'-'f(olni-p)).A((l,2,..s-i,s + h,..n)"if(m|p)j 

+ A|(s,s+i,..s+h-i)"'f(i|m-p+i)l.A((i,2,..s-i,s+h+i,..n)"-"f(m-l|p-i)j 
+ A|(s,s+i,..s+hy"f(2|m-p+2)|.A((l,2,..8-i,a+h+2,..n)"-"f(m-2|p-i)| 

+ 

+ A((s,s+i,..s+h+p-2)""f(p|;m)|.A((i,j,..s-i,s+h+p,..n)'<'f(m-plo)) 

Z. B, es sey wieder ns;«,p=4,ms=6,s^3, h^StSoist 
A ((.,.,3,<,5,.)"'f{«)) =;= A((3rf(o|2)) . A((l,2,s,.rf(«l<)) 

+ A((3,4rf (•!>)) •A((i,2..rfc»i>)) 
+ A ((»,«,«)•" f(»w)-A(Ci.2rf {*!»)) 
+ A((3,4,5,.rf(»i»)) ■ A((>.»rf(3io) 

+ A((.,4,».«)"'f(4ls)j • A((l,2r'f(»|0)) 
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= A ((.,j,ä,»rf(«)) 



,4r'f(i)) . A((.,v«r f w) + A(c3,4r'fw) . a((.,2,.)'" f (4)) 

,4)<"f(3)) . A((l,2,.r f (3)) + A(fc4,5r f (2)) . A((.,2rf(4)) 

,4,ir> f (»)) . A((l,2r>f(3)) + A((3,4,5)"' f (4)) . A((l,2rf02)) 

,4,ä,«rf(3)) . A(C.,2rf(3)) + A((3,4.5,»rfW) • A((l,2y'f(2)) 
,4,5,»rf(3)) . A((l,2r'f(l)) + A((3,4,S,.rf(«)) 



AV . a;" . A'," . Ar 



+ A'," X AV'.AV'.Ai" + A"," >< AV'. A',". A;; + A'," X A',". A',". A'," 



AV 



Ai" 



Ai" 



+ A',". A;" X A',". Ai" + A',". A's" X A',". Af + A',". A'," X A',". Ai" 

Al-.Ai" 

Ai".Ai" 



Ai". Ai" 



Al".Ai," 



Ai". Ai" 

t t 

1 t 

Ai". Ai" 
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X A'j" + A',". A',". A'," X J^" + a;"- A\". A'," X A'," 



A",". A",". A'," 

t 3 I 

1 1 t 

A',". A',". A'," 

13 1 

3 I I 

A',". A',". Af 



A',".A',". A'," 



A',". a;". A'," 



A',".AV'.Ai" 



" . aV . A! 



, AJ' 



Anf dieselbe Weise erhXlt man auch folgende Gleichong: 



, Google 



27 

33) A ((i,2,3,..ii)"'f(m)| = 

= A((«-h+2,«-h+a,-.s)'*'f(o|iii-p)).A|(i,2,..a-h,s+i,..ii)i" f (ni|p)| 
+A/Cs-h+i, s-h+2,..8y'fCijin-p+i)|. A(Cl,2,..s-h-i,s+i,..n)"-''f(m-i|p-i)| 
+ A|(s-h, s-Ii + i,..s)'"f(2|in-p+2)|. A|Ci, 2,- -8-11-2, 8+1,.. n)''"''f(ni-2|p-2)| 

+ ••••, 

+ A/(8-h-p+2,8-h-p+3, ..sy''fCp|iii)i- A/(i,2,..s-h-p, s + i, ..n)'°'f(m-p|o)\ 
Wir gehen zn 8pecielleii Fällen über und 8etzen in 32 s=:i und erhalten 

34) A ((i,2,s,..ii)'"f(m)| = 

= A (Ci,2,3,..h-iy' f (olm-p)| . A ((h+i,h+2,..n)W f (ni|p)) 
+ A ((1,2,3,. .h)"' f (i|m-p+i)) . A ((li+2,h+s,..n)"-'f(ni-i!p-i)) 
+ A ((1,2,3,. .h+i)';'f(2|m-p+2)| . A ((h+3,h+4,..n)"-"f(m-2|p-2)j 

+ • • • 

+ A ((1,2,3,. .h + p-i)"'f(p|m)| . A ((h+p+i,h+p+2,..n)'"f(m-p;o)| 
Wir setzen ferner in 33 s=:n und erhalten 

35) A ((l,2,3,..n)»>f(m)) = 

= A((n-h+2,n-h+3,..n)"' f (o|m-p)).A((i,j,3,..n-li)"' f (m|p)| 
+ A((n-h+i,n-h+2,..n)'''f(i|ni-p+i)l.A((i,2,3,..n-h-i)"'-'' f (m-ilp-i)| 
+ Ä((n-h,n-h+i,..n)<" f (2|ni-p+2)) . A ((l,2,a,.n-h-2)"-'' f (nl-2|p-2)| 

+ 

+ A((h-h-p+2,n-h-p+3,..n)"'f(p|m)|.A((i,2,3,..n-h-p)'"f(m-p|o)| 
Wir kennen den Gleichungen 32 und 33 auch folgende Form geben: 

36) A ((1,2,3,. .n)"'f(m)) = 

= A({s + I,s+2,..s + h-l)'"f(o|ni-p)).A((l,2,..s-t,s + h,..n)'" f (ni|p)| 
+ A((»,«+l,..«+h-i)"' f (i|ni-p+i)|.A((i,2,..s-2,8+h,..n)"-"f(m-i|p-i)l 
+ A((s-i, s,..s+h-iy"' f (2[ni-p+2)| .A((i,2,..8-3,8+h,..n)'P""f(m-2jp-2)j 

+ 

+ A((s-p + l,s-p+2,..8+h-i)'i"f(p|ni)).A((l,2,..s-p-l,s+h,..n)"'f(nl-p]o)| 



4' 
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31) A ((,,2,3,..nrf{m)) = 

= AJ(s-h + i,s-h+2,..s-i)">f(o|iii-p)j.AJ(l,2,..»-h,s+i,..ii)<" f (m|p)l 
+ A|(s-li + t,s-h+2,..s)'''f(i|m-iH-i)|.A|(l,2,..s-h,s+2,..n)'f-'*f(ni-i|i>-i)| 
+ A ((s-h+i, s-h+2, . . s+iy"f(2lm-p+2)J . A |(l, 2,.- »-t» s+3, ■ • n)''" "' f (in-2;p-2)| 

+ • 

+ A((»-ln-l,s-h+2,..s+p-i)<"f(p;m)).4|Ci,2,..s-h,s+p+i,..ny'f^m-plo)| 

Wir gehen zu specielleren Fällen über, indem wir die unteren Stel- 
lenzalilen gleich werden lassen. 

Es wird ans 32 
38) A (i,2,s,..n)<" = A (s,»+i,..s+li-2)»' . A (l,j,..!-l,s+li,..n)'» 

+ A (s,s+i,..s+h-i)'" . A (t,2,..s-l,s+li+l,..n)»-" 
+ A (s, s+i,..s+h)"* . A (l,2,..8-l,s+h^.2,"n)''"'* 

+ 

+ A (s,s+i,..8+h+p-2y'*. A (i,2,..s-i,8+h+p,..n)'' 

Ans 33 entsteht 

38) = A (s-h+2,s-h+j,..s)"'.A(i,2,..s-h,a+i,..n)"' 

+ A (s-h+i,8-h+2,..sy" . A(i,2,..s-h-i,8+l,..n)""" 
+ A (s-h,s-h+i,..8)''' . A{l,2,..s-h-2,8+i,..ny'~" 

+ 

+ A Cs-h-p+2, s-h-p+3, . . syp' . A (l, 2, . . s-h-p, s + 1, . . ny 

Ans 36 wird 

40) SS A (s+l,s+2,..8+h-iy". A(i,3,..s-i,SH-h,.<D)'^' 

+ A (s,s+i,..s+h-i)"' . A(i',2,..s-2,a+h,..n)"-" 
+ A (s-i, s,..s+h-iy'' , A(l,2,..s-s,s+h,..n)"— ' 

+ 

+ A (s-p+i,s-p+2,..8+h-i)'f'.A(i,2,..s-p-I,8+h,..ny" 

Und ans 31 
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41) = ACs-h+i,s-h+2».s-0"'A(»' *»••«-*'. ■+!'••") '" 

+ A(s-h+i,s-h+2,..sy'* .A(i,2,,.a-h,s+2,-.nyf' 
+ Ä(s-h+i,8-h+2,..s+i)<".A(i,2,..s-li,s+3,..n)'P-" 

+ 

+ A(s-h+l,s-h+2,..s+p-i)<".A(i,2,..s-h,s+p+i,,.ny' 
Aas 40 erhalten wir die Gleichang 305 der Analysis, wenn wir 
h:sQ-s+t setzen; es wird hierdnich 

42) ACi,2,»,..n)'" = A (s + i,s + 2, nf'^ . A (i,2,..s-i)p' ' 

+ A (s,ä + i, n)f" . A Ci,2,..s-2)"-'' 

+ A (s-i, s, n)"' . A (i,2,.,s-s)"'*' 

+ • • • • 

+ A (s-p + i,8-p+2,..n)"'. A Ci>2i"S-p-i)*" 

S-4. 

Wir haben in den beiden vorhergehenden %%. die Verbindangen 
aus allen n Elementen dareh solche dargestellt, welchen Elemente fehl- 
ten, und durch die fehlenden Elemente. Wir wollen Jetzt die umge- 
kehrte Aufgabe iSsen und Verbindungen mit fehlenden Elementen durch 
die aus allen Elementen darstellen. 

Zu dem angegebenen Zwecice geben wir der Gleichung 11 die 
Form: 
A |Ci,2...8-i,s+i,..ny"f(m)) = A ((1,2,8,. .n)'"fCm)) 

- A (Ci,2,..s-i,8+i,..n)"-"fCm-i)) . A'." 

- A ((i,2,..s-i,s + l,..n)'»-"fCni-2)| . kT 

- A (Ci,2,..s-i,s+i,..n)<'->fCm-a)j . Ai" 



- A ((i,2,..a-i.s + i,..n)<f-'fCp-i)) .A':'.,,. 
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und ersetzen die negativen Glieder, denen das Element A"> fehlt, durch 
andere Ansdrücke, welche nach dem Gesetz der vorstehenden Gleichung 
gebildet sind. Es entsteht 

Ä((l,j,..s-i,s+i,..n)i«f(m)) = A({i,2,3,..n)"'f(m)) 
-A({l,2,..n7'-fCm-i)).Ar +A((i,2,..s-i,s+i,..n)»-'f(m-,lp-2)).A»,'._,»..Ai» 
-A|(l,2,..n)»->f(m-2)).A';' +A((i,2,..s-i,s+i,..n)-'-'f(m-ii|p-2)).A5L., .AV 
-A((i,j,..n)"-f{m-3)).A'." +A((i,2.-.s-i,s+i,..n)<-->f(m-4|p-2)).A!;'..,_..Al" 

-A((i,j,..n)«-f(p.,)).A'i,..+A((.,2,..s-i,s+i,..n)"-f(p-2|p-2)).Ai;l.Ai'_,„ 

=A((.,j,..n)">f(m))-A(W'r(i|iti-p+.)).A((i,2,3,..n)>'-f(m-i|p-,)) 

+A([sJ"f(2|ni-p+j)).A((i,2,..s-i,s+i,..n)"-f(ra-2|p-2)) 
Auf gleiche Art kann man znletzt alle Glieder wegbringen, wel- 
che kein A'" enthalten, und sie durch vollstSndige Verbindnngsklassen 
ersetzen. Man erhält 

43) A |(i,2,3,..s-i,s+t,..n)<"f(m)) = 

= A|[sI-> f (o|m-p)) . A ((1,2,3,. .n)'" f (m|p)) 
- A (W'"fClIm-p + i)) . A ((l,2,3,..n)"-f(m-iip-i)j 
+ A (W'-'f(2|m-p + 2)) . A ((1,2,3,. .n)"-"f(m-2lp-2)) 

(-)'•* (W f (Plm)) . A ((1,2,3,.. n)'" f (m-p|o)) 
Diese Gleichung filhrt, wenn die untern Stellenzahlen gleich wer- 
den, zu folgender: 

44) A (i,2,..s-i,s+i,..n)i'' = A (i,2,3,..ny'> . (A")* 

- A (i,2,3,..n)"-> . (A">)' 
+ A (l,2,s,..n)i'-' . (A"')' 

(-)'.A (1,2,3,. .n)<-' . (A")' 
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Vervielßtcht man diese Gleichung mit (A'*')" und setzt dann 
B^iiy2,9,..n, so erhKlt man 401 der Analysis. 

Lassen wir in 43 anch noch das Element A'"^'' fehlen, so schla- 
gen wir denselben Weg ein, nm die Glieder zor Rechten dnrch die 
vollfit£ndigen Verbindungsklassen zn ersetzen.. 

Es Ist 

A ((i,a,..s-i,8+a...n)'"f(m)) = 

= A([s,s+ir f (olm-p)) . A((i,2,»,..nr f (m|p)) 
- A([s,s+iJ-'fO!«n-IH-i)) . AJ(i.2,a,..n)<'-'f(m-i|p-i)j 
+ A([s,8+il".fC3lm-p+2)) . A(Ci,»,a,..ny'->f(in-aip^)) 

C-)'.a([8.s+iJ" f (p|m)) . A((i,».3,..nr f (m-plo)) 
Und gans allgemein, wenn h Elemente fehlen: 
45) A ((i,j,..s-i,s+li,..n)"'f(m)) = 

= A([.,»+l,..»+h-ir fCoH-P))- A((>.«.».-.nr f ("Ip)) 
- A([s,«+l,..«+h-ir'f(l|«>-P+>)) . A((l,2,>,..n)"-'f(m-ilp-.)j 
+ A|[s,>+»,-.«+li-lI"f&|ni-p+J)) . A((i,j n)"-' f(m-j|p-j)| 

(-)'.A([>,.+»,-»+h-ir f (p|m)) . A((.,>,.,..nr f ("-Pl»)) 
Es sey n = 5, psss» m=s5, s = 8, h = 3, so ist 

A ((i.j.»r'fw) = A ((•.»•>.<.»)"'(») 

- A ([3,4j'>f(>|a)) . A ((l,.,..4,5)'"f(4|.)) 
+ A ([3,4r'f('U)) • A j(l,a,».4,5)'"f(.|t)j 

- A (i>.trm) 
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= A ((!,,, 8, 4,5)"' f(j)) 

- A([s,4r'f(l)) . A ({.,2,3,4,5r>fW 

- A ([j.4l"fW) . A ((l,2,3,4,5rfM, 

- A j[3,4r>f(3)) . A ((i.2,3,4,5rfW 
+ A ([3,4]"' f«) . A ((i,2,3,4,5)">f{3); 
+ A ([i,4rf{3)) . A ((.,2,3,4,s)"'fW 
+ A ([3,4]"' f(4)) . A ((1,2,8,4.5)"' f(l) 
-A([3,4rf») 



= A',' 



.Ai".A; 



,-.aV'.as 



+ AV'.AV'.Ai" + AV'.A',".A"," + A',".A',".Ai" 



+ A',''.A',".Ai" + A',".A",".Ai" + A',".A',".A"," 



+ AV'.A',".Ai" + A',".A',".A'," 
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a;"> 
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A',".A',".A'," — A',".A',".A'," — A',".A',".AS 



a',".a',".a;" 



Auf diesellie Weise erbtlt man 
46) A ((.,i,-«-h,>+i,..n)"'f(iii)) = 

= A ([,-ln.l,«-h+J,..»r f (»l-n-P)) • A (Cl,l,»,..»r f (m|p)) 
- A j[s-h+i,»-h+»,..8]"ifCl|m-p+l)) . A ((i,i,«,..ii)»-'f(ni-i|p-i)| 
+ A ([>-h+l,«-h+j,..»]'-'f(2|m-p+j)) . A ((i,2,8,..li)"-'f(m-j|p-a)) 

H'A ([8-h+i,>-h+j,...J" f {p|in)) . A (Ci.s.3,.nr f ("»-pl«)) 
Aus 45 wird för 8=^i 
41) A j(li + l,h + J,..n)">f(ni)) = '•> 

= A ([1 hr f (olm-p)) . A ((i,a,8,. .■•)'" f (m|p)) 

- A |ri.2.».-l']"'f(»ln>-P+l)) • A ((I.s.s...i>)"-'f(m-l|p-l)) 
+ A ([l,3,j,..hrf(»|i>i-P+2)) . A ((i,j,s...n)"-'fCm-2|p-j)) 

(-)'A ([i,2 hj" f {plm)) ; A ((l,2,il,..n)'" f {m-pl«)) 

Aus 46 erhalt man filr 8=:n 
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48) A |(i,3.3,..n-h)f"f(ii.)| = 

= A ([■■-h+,,D-h + 2,..iir f (»Im-P)) ■ A ((■.2.».-n)'" f (ra|p)) 
- A |;n-h+l,ii-h+2,..nj'f(l|in.ii+i)j . A ((l,2,3,-n)"-" f(m-j|p-i)) 
+ A i[n-h+i,n-h+2,..nJ"f(j|m-p+2)) . A jCj,s,j,..li)<'"' fCm-ilp-l)) 

(-)• A ([n-h+i,n-h+j,..Dj" f (plm)) . A ((i,s,s,-.nr f (m-plo)) 

Wir gehen sa speciellern F&llen über Dnd setzen die antem 
Stellenzahlen gleich, und erhalten us 45 

49) A (i,j,..a-l,»+h,..n>>' = A [s,8+l,..«+h-ij-' . A (i,2,3,. n)"' 

- A [»,s+i,..«+h-ij" . A (i,2,s,..n)"-" 
+ A [s,«+l,..il+h-ij" . A (i,2,3,..n)<'-i 



(-)'A [s,«+l,..s+h-i]"' . A (l,2,s,..ii)"' 
Ans 46 
50) A(l,2,..s-h,»+J,..n)f" = A[s-h+l,s-h+2,..>J" . A(l,2,3,.n)"' 
- A[s-h+l,s-h+2,..sJ' . A(l,2,3, n)""' 
+ A[«-h+l,8-h+j,. .«]■■' . A(i,2,3,-n)"-" 



(-)'A[s-h+l,8-h+2,..sJ" . A(i,J,3, •»)'■' 
Ans 41 (413 der Analysis) 
51) A (h + i,h+2,..D)"' = A [l,2,»,..hj" . A (l,J,s,..B)"' 
- A [i,2,s,..h}" . A (i,2,a,..n)<'-' 
+ A [1,2,3,. .hj" . A (i,2,3,..n)''-' 



{-)• A [l, 2, J, . . hJ» . A (i, 1, 3, . . n)"' 
Ans 48 

52) A (l,2 n-h)"' = A [n.h+l,n-h+2,..nj" . A {1,2,3,. .n>" 

- A [n-h+l,n-h+2,.-nJ'' . A (1,2,3,. .n)""""* 
+ A [n-h+i,n-k+2,..iil" . A (1,2,3,. .n)"" 



(-)'A [n-h+j,n-h+2,..n]"' . A (1,2 n)"' 

5* 
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Setzen wir in 41 h^n, ^o wird 

63) o = A ([i,2,s,..n]'" f (o|ni-p)) . A ((i,2,3,..ny" f (in|p)| 

- A ([1,2,3,. .n]'"f(i|m-p+i)) . A ((i,2,8,..n)"-f(m-i||i-i)| 
+ A ([i,2,3,..nf'f(2lm-p+2)| . A ((l,2,3,..n)"-'f (m-2|p-2)i 

H'.A ([l,2,3,..nj'> f (p|m)) . A ({1,2,3,. .n)'- f (m-plo) 

Lassen wir liierin die Verscliiedenlieit der untern Stellenzaiilen 
verseliwinden , so wird 

64) o = A [l,2,3,..nl*' . A (1,2,3,. .n)'" 

- A [1,2,8,. .nj" . A (l,2,3,..n)"-" 
+ A [1,2,3,. .n}" . A (1,2,3,. .n)«"-" 



(-)'.A [i,2,3,..nj" . A (i,2,s,..n)'" 



Diese Gleicliung setzt uns in den Stand, die geordneten Ver- 
bindungen oline Wiederliolung durch die mit Wiederliolung aaszu- 
drticlcen. 

Es ist 

A (i,2,3,..n)"' = A [1,2,3,. .nJ" 

A (r,2,3,..ny' = A [1,2,3,. .nJ" . A [1,2,3,. .n]<"- A [l,2,3,..n]'" 

A (1,2,3,. .n)'" = A [1,2,3,. .nJ" . A [1,2,3,. .nJ" . A [l,2,3,..n]<-' 

- A [1,2,3,. .n]'" . A [1,2,3,. .nJ" 

- A [1,2,3,. .nJ" . A [1,2,3,. .nJ" 
+ A [1,2,3, ..nj'^ 

u. s. w. 

Ganz allgemein erhalten wir 
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65) (-)•-. Ä (i,j,3,..n)'" = A [l,J,3,..nI ■ |f(p) (i,j,3,..))"' 

- A [l,.,a,..n]<> (f(p) (1,2,3,. .))'•' 

+ A [i,j,3,..nl' (f(p) (i,2,3,..))"' 

(-)'-. A [1,2,3,.. nl> (f(p) (,,2,3,..))'« 
Hierin müssen die, die Snmme bildenden, Stellenzalilen in die 
leeren Klammern gesetzt werden. 



S-5. 

Eines der einrachsten Gesetze der gedoppelten VerbinSangen ist, 
dass, wenn man Klassen bildet aas n Elementen zu p Elementen zur 
Summen), in welclien der Reihe nach die Elemente A''*, A'", A''' u.s.w. 
nicht vorkommen, die Summe aller dieser Verbindungen = (n-p)mal 
die vollständige Verbindungsklasse aus n Elementen zu p Elementen^ 
zur Summe m ist. 

Diese für die geordneten Verbindungen ohne Wiederholung be- 
reits bekannte Wahrheit ^It auch den gedoppelten Verbindungen ohne 
Wiederholung , und es ist 

56) (n-p).A ((1.2.3,. .n)'"f(m)) = A ((2.3.4.. . n)'" ((m)) 
+ A ((i,3,4,..n)<"f(m)| 
+ A ((l.2.4...nrf(m)) 



+ A ((1,2,3,. .n-i)<''fCm)) 
Der Grund dieses Gesetzes Ifisst sich leicht einsehen. Wären 
alle Klassen vollständig, so wdrde irgend eine Verbindung n mal vor- 
kommen mflssen; nun kann sie aber in allen jenen Klassen nicht vor- 
kommen , worin die Elemente fehlen sollen , aus denen diese Verbindung 
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ZDfMiinieDgeMtzt Ut, in p KUsmd luiiin sie also nielit TOrlcommeii, 
weil Jede Verbiodmig p Elemente enthilt, daher im Gänsen nar 
(n-p)niaL 

Im Falle, wo die nntem Stellenxahlen gleich werden, erseheint 
Jede Verhindnng g;leieh oft, nad es bleibt nach Entferaang des gemein- 
schaftlichen Faktors (396 der Analysis) 
ST) (n-p) A (j,j,s,..n)"' = A Ci,.,4,..n)'' 

+ t (i,3,<,..n)"' 

+ A (i,2,4,..n)"i 

+ 

+ 4 (i,j,»,..n-i)"' 

Wir bilden Jetzt nach der Gleichung 12, indem wir s=i,2,3,..n 
tetxen, die folgenden Gleichnngen: 

A(Ci,i,«,-ny"f(m))=A((2,.,4,..n)'"f(m))+A((2A4,..n)"-f(m-i!p-i)).A'.;:.,., 
A((l,l,3,..n)"'f(m)i=A((M,4,..n)"'f(m))+A((i,»,4,..n)"-'f(m-i|p-i)).A'.-i.,„ 
A((l,l,.,..n)'«f(m))=A((l,l,4,..n)'"f(m))+A((l,j,4,..n)"--'f(m-l|p-l)).A>.;i.,.. 

A({l,J,>,..n)"'f{m))=A((i,j,j,..n.0»Tlm))+A((l,2,a,..n-ir'f(">-i|p-i))A'.S^.. 

Vereinigen wir diese Gleichungen und beachten, dass der Ans- 
drnelc cur Linken nmal vorkomnit, die Summe der ersten Glieder cur 
Rechten aber nach 56 sb (n-p). A |(l,2,8,..n)'''f(m)| ist, so entsteht 

58) p.A ((1,2 »rfW) = A ((2,.,4,..n)<'-' f (m-,|p-,)) . A'.'i.,.. 

+ A((i,,,4,..n)"->f(m-ilp-i)) . A;t_,,. 
+ A ((1,2,4,. .n)"-' f (m-ilp-.)) . A'.'i.„. 

+ 

+ A((i,j,s,..n-i)-'-'f(m-ilp-i)) . Ali.,., 
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Aal diese Art erhalten wir eine einfache zurücklaufende Bil- 
dungflweise, welche die Verbindungen zu p Elementen zur Summe m 
auf die zu p-i Elementen zur Summe m-i, m-2,..p-i zurflckweisst. 

Ijassen wir die Verschiedenheit der untern Stellenzahlen ver- 
schwinden und trennen den gemeinsehalUichen Fabtor, so wird (391 der 
Analysis) 

59) p.A (i,j,j,..ny'' = A (l,a,4,..n)"-" . A"' 

+ A (l,j,4,..n)"-' . A'" 
+ A (l,2,4,..n)»-i . A"' 

+ 

+ A (l,j,s,..n-i)"-' . A'" 

Die Gleichung 58 ist einer wichtigen Erweiterung fltliig. Die 
VerbindungsUassen sind zum Theil init A, oder mit A., A,,.. verviel- 
facht; setzt man aber statt diesen Elementen i.A., 3.A,, s.A,,,. so 
erhSlt man eine weit ausgedehntere Gleichung, es erscheint alsdann 
jede Verbindung begriffen in A /(x.a^Sj-nyf (m)j mroal oder 

60) m.A((i,2 n)"'f(m)) = (i|m-p+i).A((2,»,4...n)»--'f(m-i|p-i)).A<|i.,.. 

+ (l|m-p<-l).A((l,.,4,..n)»-f(m-lip.,)).A;S.,., 
.F(.lm-p+.).A((i,2,4,..n)--'f(m-i;p-i)j.A'."i:.,.. 

+ 

.KCi|m-p+i).A((i,2,3,..n-i)"-'f(m-ilp-i)).A<.i:.„. 
Es sey n=5, P^ss, ms^s, so ist nach 68 
s.A ((n,»,4,»rfW) = A ((>,».<.»)'•' f dl»)) . All! 
.KA((i,s,4,.rf(4|2)). A!|; 

+ A ((i,2,4,5rf(«i»))- a;;;' 

+ A ((l,j,s,j)"'f(*|s)) . A'.-; 

-HA (c.,j,^4r'f(4|2)) . a;|! 
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= A ((2,3,4, j)'"fW|.A'.'+ A(C2,3,.<,5rf(s)).A;''+ A(Cl,3,4,5rf(2)) 
^ A ((.,3,*,5)'-' f W) -AI" + A \(.l,3,4,sr' f(3)) . AI" + A ((.,3,4,5r' f (ä)) 
+ A((l,2,4,5r fC4)).A;"+ A((l,2,4,5rfC3)).A'."+ A j(l,2,4,5)"'f(2)) 
+ A({l,2,S,5y'fW)-*'"+ A((l,2,3,5)'"f(3)).A'.-' + A ((l,2,3,5)'"f(2)) 
+ A({l,2,a,4)'"f(4)).A;'>+ A((l,2,3,4)"'f(3)).A'."+ A((l,2,3,4rf{2)) 



AV 
A',-' 
A'," 
• AI-' 
. Ai" 



= aV'.a'," X A';' + A',".A'," X Ai" + aV'.a; 

i 1 

AV'.A'; 



AV'.Ai" 

2 2 

3 t 

AV'. Ai" 

2 2 

2 I 

A',".Ai" 

3 2. 
3 1 

a',".a;' 

2 ». 

2 t 

A',". Ai" 



aV'.a'j" 

2 1 

A',".Ai" 

2 2 

AV'.Ai" 

3 f 

Ai . Ai 



X aV 



aV'.aV 

AV". AV 
AV'.Ai" 
AV'.A," 
AV. aV 
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+ AV'.Ai" 



A',". A'," 



>< A'," + AV'.A'j" >< A," + AV'.A'," >< A','' 
AV'.A',"' 



A', 

S 

A', 

I 

A'i 

2 

A', 



AV'.A'," 

3 1 

av'.aV 

3 1 

AV'.AV' 

S 1 

AV. A'P 

t 1 

AV'. AV' 



aV'. aV 

AV'.A'," 

a'V'.aV 
AV'. aV 



+ AV 

1 

AV 
t 
J 

AV 
AV 

3 

AV 

2 
3 



>< AV + AV'.A'j" X A';' + AV'.A'," XA^^' 
A',". A," 



Aj . Aj 

aV'.aV 

2 1 

aV'.aV 
aV.aV 

2 1 

aV'. aV 



aV. aV 

AV- AV' 

AV'. aV 
aV- aV 
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AV'. 

J 

A',". 
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>< A'," + AV'.A'," X A'," + A';'. Ai" X A'," 
AV'.Ai" 



Ai" 



AV'.A'," 

1 2 

3 t 

A',". A'," 

t 2 

1 1 

+ AV'.A'," 

2 2 
} 1 

aV'.a'j" 

i 1 

AV'.A'," 

i 2 

1 t 

AV'.A'," 



AV'.AV ^,.,^ 

AV'.A'." *■."■* 

s 1 A','. A 

A',".A'," AV.A 

AV'. A." 

A'.". A'." 



X AV + AV'.A'," X A," 
i 1 
AV'. \'," 

2 t 

AV'.A';' 

AV'.A'," 

a t 
A',".AV' 

1 1 

AV'. aV 



aV 



AV'. AV X AV 
AV'. AV 
AV'. aV 
AV'. AV 

A'V'. AV 
AV. AV 
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Hier erscheint jede Verbindung ganz richtig dreimal, z. R die 
erste Verbindung AV^A'.'^A<," steht in der ersten Gruppe erster Co- 
lonne erstem GUede ; in der zweiten Gruppe erster Colonne erstem 
Gliede und in der dritten Gruppe dritter Colonne erstem Gliede, sie ist 
also dreimal vorhanden; dasselbe gilt von jeder andern Verbindung. 

Werden aber in jeder Gruppe die Colonnen der Reihe nach mit 
1, 2, 3, vervielfacht, so steht die angefiihrte Verbindung an den beiden 
ersten Orten einmal, an dem letzten dreimal, so dass sie im Ganzen 
1+1 + 3 = 5 mal vorhanden ist ; dasselbe gilt von jeder andern Ver- 
bindung. 

Vervielfacht man 58 mit a-ß und 60 mit ß und verbindet beide 
durch Zuzählen, so wird 

61) (a p + |S (m-p)j . A ((1,2,3,.. ny'f(m)) = 

= (o + (o[m-p)|9) . A ((2,3,4,. .n)'-" f (m-i!p-i)) . A„Lp+. 

+ («+(o[m-p)|jJ . A ((t,3,4,..n)"'-'» f (m-i|p-i)| . A'.li.p^. 

+ (a + lo|m-p)i9j . A ((l,2,4,..n)"-" f (m-ilp-i)) . A%.r^. 

+ 

+ (c + (o|m-p)|S) . A ((1,2,3,. . n-i)''-" f(m-ilp-i)j . A'.^i..,». 
Nimmt man hierin die unteren Stellenzahlen gleich an, so flihrt 
dies zu 59, iKsst man aber die oberen Stellenzahlen gleich werden, so 
entsteht 

62) [a + ^!lrP ,5). A (f(m) (1,2,3,..))"' = «.A (f(m-i) (1,2, a,..))"- "■ A. 

+ (« + l.j») A(f(m-2)(i,2,3,..))"-^A. 
+ («+a.j9J A(f(m-3) (1,2,3,..))"'"". A. 

+ 

+ («+(m-p)i?) A (f(p-i) (i,2.3,..))"-'.A..,,. 
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Die Gleichheit der atitern Stellenzahlen verursacht in 61, dass 
alle Glieder irj;end einer Horizontal reihe einander gleich werden, nur 
erscheinen sie nicht gleich oft. Es ist z. B. das erste Glied in 61 in 
diesem Falle 

^...(„,-p).(p=|rr| 

= i. A(M,4.-n)"-'{..p+l!(ra-p)).<>!i)^ 

Auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens kann man nan den 
Faktor 

(..p+,(m-p,) . (:üi;),;;r 

hinweg nehmen, vervielfacht man alsdann durch p, so entsteht 59. 

Werden die ohern Stellenzahlen gleich , so werden auch alle 
Horizontalreihen in 61 gleich, und eine jede erscheint gleich oft, nSm- 
lich 1 - ~ - ~ — mal. Da nun n Reihen vorhanden sind, so ist der 
Ausdruck zur Rechten 

= P • T«^- * (f(n>-llp-')(".».3.. •))"-' • *,..„. 

Die Verbindnngsklasse zur Linken entsteht — ^ mal ; nimmt 
man diesen Faktor von beiden Seiten hinweg und misst durch p, so 
erhält man 62. 
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S«- 

In der Gleichung 58 haben wir ein Element gelrennt und zwar 
in jeder Verbind nngsklasse ein anderes. M'ir erweitern diese Formel, 
indem wir, nach demselben Gesetze, aas jeder Verbindungsklasse ein 
neues Element haben. Der AVeg, auf welchem diese Trennung gesche- 
hen kann, ist vorgezeichnet, man vervielfacht 58 mit p-i und wendet 
das Gesetz dieser Gleichung auf die einzelnen Glieder derselben an. 

Es wird 

C!|l . A ({1,2,3,. .nrf(m)) = 

= A ((3,4,5,. .n)"-' f (in-2|p-2)) . A ((1,2) ■' f (2|ni-p+j)| 
+ A ((■2,4,5,..ii)'— ' f (in-2|p-2)) . A ((l,3)'" f (2|ra-p+2)| 
+ A ((2,3,5,. .n)"-" f (ni-2|p-2)| . A ((1,4)'" f(2|ni-p+2)| 

+ 

+ A ((i,2,3,-n-2)"-"f(m-2]p-2)| . A ((n-i,n)'"f(2|ni-p+2)| 

Ganz auf dieselbe Art kann man neue Elemente aas den Ver- 
bindnngsklassen heben und erhtElt zuletzt, wenn h Elemente gesondert 
werden. 

63) ^. A ((■,2,3,..nrf(ni)) = 
= A((i,2,3,..h)"' f (h]m-p+li)j . A((li + i,I.+2,..n)"-»f(ra-h|p-h)| 

+ A((i,2,..h-i,li+irf{Ii;m-p h)) . A((li,li+2 n)"-«f(m-h|p-h)| 

+ A((l,2,..h-i,ln-2)="f(li;m-p h)) . A((l.,h + i n)''-'"f(m-h|p-h)| 

+ ■ . . . 

+ A({n-h+i,n-h+2,..n)"if(h|m-p+h)) . A((l,2,3,..n-h)"-»f (m-h|p-h)) 

\Vir haben in dieser Gleichung ein eigenthQmliches Gesetz; die 
n Elemente werden in zwei Klassen zu h und p-b Elemente nach dem 
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Gesetze der geordneten Verbindungen ohne AViederUolungen vertheüt, 
wXhreDd ans den Elementen, welche auf diese Art in die beiden Klas- 
sen fallen, selbst wieder diese Verbindungen gebildet werden niQssen. 
Um diese Art der Veränderung nach dem Gesetze der geordneten 
Verbindungen ohne Wiederholung anzuzeigen, wollen wir die 
erste Klammer wiederholen, wodurch das vorstehende Gesetz auch auf 
folgende Art dargelegt werden kann: 

^. A (Ci,2.3,..nJ''fCm)) ^ 

= A(C(i,2,3,..hf' f(hlm-p+h)) . A(((h+i,h+2,..n)^-'-'fCm-hip-h)) 

Indem wir hierin die obern Stellenzahlen gleich werden lassen, 
erhalten wir ein bekanntes Gesetz fiir die Verbindungen zu bestimmten 
Summen. Die sSmmtlichen Horizontalreiben werden in diesem Falle 
gleich und jedes Glied ist gleich od vorhanden , iiSmlich 

. mal. 

Die Anzahl der Horizontalreihen ist gleich der Anzahl der geordneten 
Verbindungen ans n Elementen zu h Elementen, also — "-_. Wir 
erhalten daher 

= 7F-^'P^-A(f(''i"'-p+'')C''''»-5)"'-''(fC"'-'':p-ioC'.^. ■))'-" 



h'l- 


(n-h)'-»! 


- (n-h)'- 


,1,. 


• — ;,-L— 


— ip-LI 



Nun ist aber 



daher 



p^i-' n>-i-_n'''-' (n-h)'- 
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64) *(f(n.)(i,2,s,..))"'=A(f(h) (i,j,3,...))'".A(f(m-h) (1,2,3,.))»-" 

+ A(f(h+i) (1,2,3,..))'". A(f{m-h-i) (1,2,3,..)')"-" 

, +A(f(h,+2) (1,2,3,. .))"'.AJf(m-h-2)(i,2,s,. .))"-" 

+ 

+ A(f(h+m-p)(i,2,3,..))'".A(f(n-li)(i,2,3,. .))'•-" 

Wir wollen nun in 63 die Verschiedenheit der antern Stellen- 
zahlen verschwinden lassen. In diesem Falle entsteht jede Horizontal- 
Reihe gleich oft, und zwar 

(h-i)^-'- (m-h -i)"- ^-!- h^-i- (ni-h-2)''-''-'-' 



■*■■■■*■ ib-„. • IP-b-l- 



- ("-')'" 



mal. Denselben Faktor erhalten wir auf der linken Seite, wird er ver- 
nachlässigt, so entsteht 

65) ^.ACi,2,3,..ny'"=A<" . A'" A''""- A"" . ACh + i,h + 2,..n)"-^' 

-HA'" . A'" A"'-".A'''-''.A(h, h + 2 nj^-'" 

+ A'" . A'" A"— '.A''^'\A(h, h+i ny-"" 

+ 

-»-A"-'-*".A'-'*"...V-".A'"'.ACi,2,3, ...n-h)"-^' 

Auf gleiche Weise wie 58 behandeln M'ir die Gleichung 60; wir 
vervielfachen sie mit (p-i) und verbinden sie mit 58, indem wir das 
Gesetz der letzten auf die Glieder der ersten anwenden und erhalten 
hierdurch 
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m . EZi.A((i,2,s,..n)">f(in)j = 

= (2lra-p+2) . a((i,2)'" f (Jlm-p+j)) . A ((3,4,5,. .n)"--> f (m-2;p-2)j 

+ (2|m-p+2) . A ((i,3)'-' f (2|ni-p+2)) . A ((2,1,5,. .d)""" f (ni-2|p-2)| 

+ (2|in-p+2) . a((i,4)'" f (2lni-p+2)) . A ((2,3,5,. .n)'-' f (m-2|p-2)| 

+ 

+ (2|m-p+2) . A ((n-i,n)<"f(2lDi-p+2)) . A ((1,2,3,. .n-2)'-'f(ni-2|p-2)j 

Eben so kSnnen nir, indem wir diese Gleichung mit 58 wieder 
verbinden, darch Wiederholung desselben Gescbfititcs andere Elemente 
aus den ursprünglichen Verbindungen heben und sie den neuen Verbin- 
dungsklassen zuordnen. Man erhält ganz allgemein 

«6) m.fciSlll. . A ((1,2,3,. .n)«f(m)) = 

=(b|ni-p h).A((i,2,3 h)"' f (li|m-p+b)).A((h+i,h+2,..n)<'->f(m-h|p-h)| 

+ (h;m-p+h) . A ((1,2,3, ..h-i, h+ij"f(h:m-p+h)) . A ((b, h+2, • • n) '-" f (m-h|p-h)| 
+ (b|m-p+h).A((l,2,3,..b-l,h+2>"f(b|m-p+h)).A((b,h + l,..n)»-'" f(m-h|p-h)j 

+ 

+ (h|m-p+h). A ((n-b+i,n-b+2, ■ • n)'"f(h|ni-p+h)) . A ((1,2,3, . . n-b)"-"f(m-b|p-h)j 

Vervielfachen wir diese Gleichung mit j9, die C3 aber mit a-hß 
und zählen beide zusammen, so wird 

et) ^.(.+ (irL^,!).A((i,2,3,..nrf(m)) = 

=(.+(o|m-p)|»). A ((1, 2, . . h-i,h)"i f (h|ni-p+h)) . A ((h+i, h+2,..n)"-"f(ni-h;p-h)j 

+ (« + (o|m-p) ()) . A {(i,2,..li-i, h+i) "f(h;m-p+h)) . A ((h, h + 2, . . n) ' - " f (m-h]p-h)| 

+ («+{o;m-p)j)|.A((l,2,..h-l,h+2)"f(h|m-p h)).A((b, h+ i,..n)"-''f(ni-h;p-b)| 



+ . 



+ (a+(o;m-p)(»].A((n-h+i,n-h+2,..n)i"f(h|m-p+h)).A((i,2,3,..n-h)"-'-:f(m-blp-h)| 
oder auch 

=|«+(o;m-p)j»).A(((i,j,..h)*'f(h|m-p+h).A(((h+i,h+2,..n)"-'"f(m-h|p.h)) 

Digitized by VjOOQ I C 



49 

Lassen wir bierin die unteren Stellenzahlen gleich werden, so 
gelangen wir wieder zur Gleichung 65; werden aber die obern Stcllen- 
zahlen gleich, so entsteht 

68) (. + (lIirr)i^).A(f(m)(,,i,3,..))'"= ■ 

= . . A (f (h) (l,j,s .))'" • A (fCm-h) (1,2,3,..))'-" 

+ («+!.(») . A (f(l> + (l,2,3,...))'" . A (f(ra-li-i)Cl,2,3,. .))"-" 
+ (. + !.?) . A (f(h+j) (.,2,3,. ..))•" . A (Km-li-j)(.,j,3,..))"-" 

+ 

+ (.+(ni-p)(!). A (fCli+ni-p)(i,2,8,..))'" . A (f(p-h) (■,3,3,..))""' 



S-1- 

Wir kehren wieder zur Gleidiun; 12 zarQcIc und bilden, wie im 
5.5, indem wir s=i,2,3,..n setzen, eine Reihe von Gleichungen, zäh- 
len sie zusammen und erhalten 

09) n.A ((1,1,3,. .n)'"f(m)) = 
= A ((2,3,4,. .n)" f (m)) + A ((2,,,i,..n)"-> f (m-»|p-,)) . A'.;;..,.. 
+ A ((1,3,4,. .n)" f (ra)) + A ((,,3,<,..n)"- f (m-i|p-i)j . A',;!.,.. 
+ A ((l,2,4,..n)" f (m)) + A ((.,2,4,..n)"- f (m-ijp-i)) . a;;1.,», 

+ 

+ A ((1,2,3,. .n-l)'"f(ni)) + A ((i,2,s,..n-i)''-" f (ra-r,p-i)| . A.i;„.„. 

Diese Gleichung vervielfachen wir mit n-i nnd trennen, nach 
dem Gesetze derselben , ein neues Element, Bs wird : 
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"~ . A /(i,2,3,..n)'"f(m)) = 

= A ((1,2)" f (o|n,-p)) . A ((3,4,5,.. nrfCnilp)) 
+ A [(1.3)'" f (o|m-p)) . A ((2,4,5,. .ny"f(Di|p)| 

+ 

+ A ((n-i,ny'f(o;m-p)| , A ((1,2,3,. .n-2)">f(m]p)) 

+ A ((1,2)'" f (i]in-p+i)).A((3,4,i,..ny'-' f (m-ilp-i)) 

+ A \(i,,r f (i|in-p + i)).A((.2.4,5,..n)"-' f (m-i|p-i)) 

+ 

+ A ((n-i,n)"'f(i|in-p+i)).A((i,2,3,..n-2)"-"f(m-i|p-i)| 
+ A ((1,2)'" f (2|ni-p+2)).A((3,4,5,..nyi— ' f(m-2|p-2)| 

+ A ((l,3)<-' f (2|in-p + 2)).A((2,4,5,..ll)"-' f (lIl-2|p-2)) 

+ ■ "■ • 

+ A ((n-i,n)"'f(2|in-p+2)|.A((i,2,3,..n-2)"-"f(m-2|p-2)j 
Wir haben hier Klassen von Verbindongen, welche nicht immer 
dieselben Elemente enthalten, sondern welche sie nach dem Gesetze 
der geordneten Verbindungen ohne Wiederholung wechseln. Diesen 
Wechsel der Elemente haben wir im Vorhergehenden durch ein beson~ 
deres Zeichen, durch die Wiederholung der Klammer angedeutet. Wer- 
den nun h Elemente getrennt, so ist 

n !^- A(('.2.3."nrf(m)) = 

= A (((1,2,3,. .hf f (o|m-p)) . A ({(h+,,h+j,..nr f (ni|p)) 

+ A (((1,2,3,. .10"''f(l|m-p+i)i . A (((h+l.h + 2,..n)"-'f(m-i-|p-l)) 

+ A (((■,2,3...h)"'f(2|m-p+2)) . A (((h+i,h+2,..ny'-f(m-2|p-2)) 

+ 

+ A (((1,2,3,.. h)"f(h|m-p+h)) . A (((h+i,h+2,..n)"-'>f(m-h|p-h)) 

Im Falle der Gleichheit der untern Stellenzahlen wird 
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11) I^. A(i,2,3,..n)'" = A((l,!,5,..h)"> . A ((h+i,In-2,..Il)« 
+ A((l,2,3,..h)'" . A((h+i,h + 2,..ii):'-" 
+ A((i,2,3,..h)" .A((h+i,li+2,.. !!)■'-•• 



+ A ((1,2,3,. .h)'". A((hn, li + 2,..n)'-" 
Wir verbinden nun 69 mit CO durch Zuzählen und erhalten 
12) (m+n) A ((1,2,3,. .n)"if(ni)) = 

= A((2,3,4,..n)'" f (m)) + (2|ni-p+2) A(|5,3 n)"-' f (ni-i;j.-i)) . A'.;:.,.. 

+ A((l,3,4,..n)=" f (m)| + (2|m-p+2) A ((1,3,4,. .n)''-" f (iii-i|[,-i)j . ,\:;1_,„. 
+ A ((1,2,4,.. n)'" f (ml) +(2;m-p+2)A ((1,3,4,. .n)»-" f (m-llp-i)). A',';,.,., 

+ 

+ a((i,2,3, ..n-l)''"f(ni)l + (2jm-p+2) A ((l,2,3,..n-i)'''-'=f(m-i|p-i}l . A'.'i.p^. 

Diese Gleichung vervielfachen wir mit n-l und wenden das Ge- 
setz 69 auf dieselbe an, so wird 

(' +t) -TT •*(('■'•»'■-)'" fW) = 

= (ll^^^^^) • "(({'."r f (o|m-p)) . A(((3,4,3...n)« f (ml,,)) 

+ (fl'^^^T^) • A(((l,2r'f(l|.n-p+l)) . A(((3,4,3,..ny'->f(m-,|p-i)) 

+ (^l^^r^) • A((a,2)'"f(2|m-p+2)) . A (((3,4.5,.. n)"-'f(m-2|p-2)) 

Und ganz allgemein erhält man, wenn h Elemente getrennt werden: 

") ('+f)--^-A ((..2,3,..nrf(ra)) = 

= (^|^^^^fti).A(((.,2,3,..hr f (oim-p)).A(((h+,,l,+2,..nrf(m|p)) 

+ (!^|^!!^^^).A(((l,2,3,..10'"f(l|n.-p+>))-A(((h+.,h+2,..n)"-'f(m-,ip.i)) 

+ (!^|!!!:5±tt?). a(((i. 2,3,.. h)"' f (2!m-p+2)) . A ({(h+i, lH2. . . n) '-T(m.2!p-2)) 

+ 

+ (?jij— 'j±i!!).A(((l,2,3,..hj"f(h|m-p+h)).A(((h+l,h+2,..n)'-«f(m-h|p-h)) 

T 
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Diese Gleichung zerßilU in zwei Theile, in die Gleicliting 10 und 
in die folgende. 

M) ■ü^.'^.A((.,,.,...»rfw) = 

= (i I ni - p+ 1) A (((l, J, s, .. h)"" f (i I m-p+O) . A (((h+i, h+2, . . n)'-' f (m-ijp-l)! 
+ (j|ra-p+2)A(((i,l,j,..li)'"f(2|in-p+2)).A(((h+i,li+2,..ny''-"fCm-2|p-2}| 
+ (j|iii-p+a)A|C(l,2,3,..10"f(3!i>i-p+3)).A(({h+i,h+2,..ii)"-"f(in-3|p-j)| 

+ 

+ (hiiii-p+h)A(((l,3,»,..h)"fCl,|in-p+L)).A({(Ti+i,h+j,..n):i-"fCm-h|p-h)) 

Wir Tenrielfaclien 70 mit o and 14 mit Py zfililen beide Glei- 
chungen znsammen and erlialten 

75) („ + ül|^,!).!^. A (C.-...3,.-nrf(m)) = 
= (.+(o|m-p)|»).A((Cl,J,3,..Ii)"'f(«|m-p)).A(((h+i,h+i,..h)"'fHp)) 
+ (.+(i;ra-p+i)/!).A(((l,2,3,..hyf(i!m-p+l)).A(((li+l,h+j,..n)»-"f(m-i|p-i)| 
+ (« + (2|in-p+2)|»j . A j((l, 2, 3, . . hy'f(2|m-p+2)| . A (((h+l, li+2,.n)"-' f(ni-2|p-2)| 

+ 

+ («+(li|m-p+h)/!).A(((t,2,3,..h)''f(li|m-p+h)).A(((h+i,h+2,..n)«-'f(m-h;p-h)| 

Diese Gleicliun.'; ist selir allgemein; wir kOnnen aus ihr mehrere 
besondere Fülle ziehen, indem wir einmal die obern, dann die antern 
Stellenzahlen gleich werden lassen, oder dadurch, dass M'ir den will- 
kiihrlichen Grössen a and fi bestimmte Wertbe beilegen. 
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S-8. 

Die Verttindangen, welche wir im Anfange unserer Untersuchung 
mit 

A (Ct,2,s...nf'f(m)) 

bezeichnet haben, kSnnen auch noch unter anderer Gestalt erscheinen. 
Bei dieser Bezeichnung haben wir besonders die obern Stellenzahlen 
beachtet und die Elemente nach ihnen geordnet Dies ist willkührlich, 
die Anordnung kann auch nach den untern Stellenzahlen geschehen. 

Im letztem Falle müssen wir die Frage aufwerfen: welches Ge- 
setz befolgen die oberen Stellenzahlen, wenn die Produkte nach den 
unteren grnppirt werden? 

Bei den untern Stellenzahlen sind Wiederholungen und Verse- 
tznngen gestattet, bei den obern nicht. Eine einfache Betrachtung un- 
serer Verbindungen geuQgt, sich zu fiberzengen, dass bei einer Anord- 
nung nach den untern Zahlen, in den obern weder Wiederholungen 
noch Versetzungen hervorgerufen werden, dass aber. Je nach der Ver- 
schiedenheit der untern Zeichen, Klassen von Verbindungen entstehen, 
wo ein froheres Element wohl einem spüteren, aber in einer anderen 
Klasse nachfolgen darf. 

Etwas Aehnliches haben wir schon in den ^^. 6 und 7 gehabt 
und dort die Wiederholung der ersten Klammer gebraucht, um diese 
besondere Anordnung der Elemente zu bezeichnen. Dasselbe Zeichen 
genagt aach hier; obschon wir mehr als zwei Klassen von Verbindun- 
gen haben, so ist doch das Gesetz der Verlinderung der Elemente 
dasselbe. 

Um an einem Beispiele die Anordnung nach den untern Stellen- 
zahlen zu zeigen, sey m=:T, p==4, n=s«, so ist 
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+ AV'.A',".A'," 



+ A',".A',".A'.'' 



+ A'.".a;".A'," 



+ A',".A<,'>.A'," 



+ A';'.A'.".A'." 



+ Ai.".A'.".A';' 



+ Ai".A™ 



A'.-' 



.)) = 


A<".Ai". 


Ai"| 


Ai" + AS". AS". AS" 


A'i 








AS" 


AS' 








Ai" 


AS" 




a;" + 


AS". AS". AS" 


Ai" + AS". AS". AS' 


Ai' 




Ai" 




AS" 


.Ai' 




AI" 




Ai" 


Ai" 




a;'> + 


AS". AS". AS" 


Ai" + AS".AS".Ai" 


Ai' 




Ai" 




AS" 


Ai" 




Ai" 




Ai" 


AS' 




A'," + 


AS". AS". AS" 


Ai" + AS". AS". AS' 


.AV 




Ai" 




AS" 


Ai' 




A'," 




AS" 


AS' 




AV + 


AS".Ai".A:" 


Ai" + AS". AS". AS' 


AS' 




Ai" 




A." 


AS" 




AS" 




Ai" 


AS' 




Ai" + 


Ai".A<".AS" 


AI" + AS".A;".AS' 


Ai" 




Ai" 




Ai" 


AS" 




AI" 




Ai" 


AS'' 




Ai" + 


AS".AS".Ai" 


Ai" + AS".Ai".AS' 


AV 




Ai" 




Ai" 


Ai' 




Ai" 




AS" 


Ai" 


AS" + 


AS". AS" 


AS' 


AS" + AS". AS" 


AS" 


Ai" 


Ai" 






AS" 




Ai" 


AS" 






AS" 




Ai'' 


Ai" 




AS" 


AS" 


AS" 


AS" 


AS" 






AS" 




AS" 


Ai" 






AS" 




i:" 


AS" 




AS" 


AS" 


AS" 


Ai" 


Ai" 






Ai" 




AS" 


AS" 






A," 




AS" 


Ai" 




Ai" 


AS" 


Ai'' 


AS" 


Ai" 






AS" 




AS" 


AS" 






AS" 




A." 
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+ A'.".A'." 



Ai" 



+ AV'-A'," 



AV 



+ A'.".A<." 



A',".A'.' 



AV 



Ai" 



Ai" 



AS" 
AI" 
AI" 
Ai" 
AS" 
AI" 
AI" 
AI" 
AS" 
AS" 
AS" 
AS" 



+ A;".Ai' 



AS" 



AS" 
AS" 
AS" 
AS" 
AS" 
AS" 
AS" 
AS" 
AS" 
AS" 
AS" 
AS" 



+ AS". AS' 



AS" 
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Ai" 
A'." 
AS" 
A'." 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
AI" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 



Ai".A;" 



Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 



+ Ai".A;" 



+ a;«.a'" 



Ai" 



Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 
AI" 
Ai" 
Ai" 
Ai" 



+ a;".a'." 



+ A;".Ai" 
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+ A'.' 



' >< A';'. A',".A'." 
A'.".A'.".A'." 
A'.".A;".Ai" 
A',".A'.-.A'." 
A'.". A'.".A'." 
A<.-'.A'.".A'," 
A'.".A'.'>.Ai" 
A'.".A'.".A'." 
A<,"i.A',".A'.'i 
A'.'i.A<,".A'." 

X A'.''.A',".Ai"i 
A;".A',".Ai" 
AV'.A'.-'.A<" 

A'.".A',".A'," 

av'.A'.".a;" 

AV'.Ai.".A'." 
A'.-'.A'.".A<." 

a;-'.A'.".a'," 

A'.-'.Ai".A'." 
A',".A'.".A'." 



AV 


■ M- 


• A',' 


A'; 


.AI' 


.A'; 


A/ 


• A™ 


■ K 


AV 


.a;" 


• A-' 


A': 


.A'/ 


.AI' 


A'; 


• AI' 


.A',' 


A<; 


• A;- 


• A;' 


A'.' 


• Ai" 


• a;- 


A'.' 


• A'.' 


• a;- 


A'.' 


• A'.' 


.A'.' 



X A',".A'.".A'." 
A</'.A',".A'," 
AV'.AV'.A'." 
A':'.A'.".A<." 
A'.".Ai.".A'." 
A',".A',".A<." 
A';'.A'.".A'.'> 
A'.".A;".A'." 
AV'.A',".A'," 
A'.".A',".Ai" 



+ Ar 



>< A. 

a; 

AV' 
AV 
AV 
AV 
AV 
AV 
AV 
AV 



X AV 

AV 
AV 
AV 
AV 
AV 
AV 
AV 
AV 
AV' 



.AV'.AV 
AV'.AV 
AV'.A'." 
AV'.AV 
AV'.AV; 
AV. AV 
AV. AV 
AV.A,-' 
AV.AV 
AV.AV 



AV.AV 
AV.AV 



AV.AV 
AV.AV 



AV.AV 
AV.AV 

av.a;" 

AV.AV 



AV.AV 
AV.AV 



Wir kVnnen dies auf fol^nde Weise darstellen : 

A. ((l,J,S)"' . A. ((4,5,6)'" 

4. ((lj)"' . A. ((.)'" . A. ((4,S,6)'" 

A. ((l)"' . A. ((S,S,4,S,6)'" 

Und ganz atigemein, wenn ai anzeigt, wie oft A. im Produkte vorhan- 
den ist, und a3, a3,...a[«~F*'> für A., A,,...A._,^. dieselbe Bedeutung 

8 
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Fahren wir so fort» so eutstehen zuletzt, nach ^^, alle Verbin- 
bindungen p mal, und wir erhalten auf diese Art wieder, indem wir 
alle diese Ausdräcke vereinigen, die Gleichung 58. 

Verfkhrt man anf dieselbe Weise, nur dass man zuerst die Glei- 
chung T3 mit i.ai, dann mit 2.a2 n. s. w. vervielfacht, so entsteht, 
wenn mit l . at vervielfacht wird 

l.A'," . A ((2,3,4,. .n)"-> f (m-i)) 
+ l.A'," . A ((i,s,4,..n)''-' f (m-i)) 

+ 

+ l.A™ . A ((l,j,j,..n-i)"-'f(m-i)| 

Wenn mit z.az vervielfacht wird 

3. AI" . A ((2,ä,4,..n)"-" f (m-j)| 
+ J.Al-' . A ((l,3,4,..n)"-' f (m-i)J 

+ ■ ,• 

+ 2.A'." . A ((i,2,3,..n-i)"-'f(m-2>| 
u. s. w. '■ 

Zuletzt, wenn mit (m-p^-i) ai—F+o vervielfacht wird 
(m-p + i) A<:l„. . A ((2,3,4,.. .n)"-' f (p-i)) 
+ (m-p+0 a;;L,„ . A ((.,3,4,...n)"-' f (p-i>| 

+ . • . . 

+ (m-p + i) Ai."i„. . A ((l,j,3,..n-i)"->f(p-,)| 

Vereiniget man alle diese Ansdrflcke, a» entsteht jede Verbindun|r 

i-ai +■ 2.a3 + 3-33 +.-.+ (m-p+i). a(«-F+» ^ m 
mal. Wir erhalten hierdurch die Gleichung 60, welche wir frfiher ohne 
Beweis gegeben haben. 
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«I + «a +••+ *t-o + *.*•) +..+ ac- »♦*) = p 

i.ai + 2. aa+..+ (s-i). »[■-■)+ (B+i).aw*-'+..^(in-p+i)ai--rto =m 

und 
A.CCiy".A.(C2,S,4,..an.i)"".A,(Cai+2,..a2-ai+i)'"'...A.^,.C(p+i,p+2..ny<-'*'» 

wo 
ai +a2 +.,+ a(»-o + a(.+.) +..+ at— -»+■) s= p-i 
i.ai + 2.a2+..4.(a-i).a!.-o + (s+i).ac.+.}+..+ (iii-p+i)ai--ff>=m-a 

n. s. w. 

Dies kOnDen vnr nach unserer fräheren Bezeichnjing auf Tolgende Art 
darstellen : 

19) A ((1.2.8,. .n)"-*f(ni)) = 

= A (((or f (os)(s)) . A (((1.2.3... ny' f (m) (1.2,3.. .s-i,s+i...)) 
+ A (((0<" f (is)(a)) . A (((2.8,4...ny'-'f(m-s)(i.2,..s-i,«+t,.-)) 
+ A (((i.2rf(as)(s)) . A ((C3.4.s,..ny'-"f(in-28)(i,2,..s-i,s+i,..)) 
+ 

Diese Reihe bricht ab, wenn m-qss=o oder eine negetive Zahl wird. 

Nehmen wir bierin an, es seyen die obern Stellenzahlen gleich, 
so wird, wegen der VerSnderang durch ( angedentet, das zweite Glied 

? , das dritte - — . n- s. w. mal entstehen. Die Anzahl der Verbin- 

düngen im zweiten GUede ist ferner = ^~7rTi: — ' '"* dritten = 
("-^r"" n. s. w. 



Nun is* 



n""' (n-i)'- 



(n-a)'-i-' ni"'- p'i- 

1?— 1- ^^ ipi- * "i'l- 



y Google 



62 

Nimmt man nun von beiden Seiten den Faktor ^-^ liinweg;, so bleibt 
80) A (f(m) (1,2,»,..))'" = t^.W . A (Km) (■,2.»,..a-l.>+l,..))"' 
+ ^-W • A(f(m-»)(i,2,s,..«-i,»+i,. .))"■■' 
+ ^•W • A (f(m-2s)(i,2,s,..s-i,«+i,..))"-i 



Ist hierin Bzsl, so wird 
81) A (fW (.l.l.>, ■■))'" = ^-(A.)- • A (f(m) (,i,i,t,..))'« 

+ ^-(A.)' . A (f(m-i) (2,3,4,. .))■'- 
+ t!i^-(*0' -.A (Kni-2) (2,s,4,..))"-:' 

+ • 

+ ^- (A.)' • A (f(m-p) (2,3,4,..))'- 
Im Falle, wo 2.p grSsser als m, t&agt diese Reihe mit 

i^ . (A.)'- . A (f(2m-2p) (2,3.4,..))-" 
an. 

Wir trennen in der Gleichung 79 auch das untere Element s+i, 
und erhalten 

A(Ci,2,3,..n)'"fCm)) =: A(Ci,2,3...n)"'f(m)Ci,2,..s-i,s + 2,..)) 
+A((Ct)"'f(sIs + i)(s,s + i)i.A(((2,3,4...n)"-'fCni-slm-s-i)(i",2...s-i,s+v)) 
+ A|((l,2y"f(2SJ2S+2)(s,S+l))'A|((3,4,S,"n)"""f(ni-2S'ni-2S-2)(r,2,..8-I.S4-2,..)J 

+ a((Ci, 2, 3)'" f(as|3S+3) Cs.s+i)i . a/C(4, 5, . . n)"" •'f(fn-3slm-3g-3) ( i, a,.-s-i, s+2,.0| 

+ 

Indem wir so weiter gehen , ^langen wir zuletzt zur Glei- 
chung 
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Wir haben die Elemente ihrer Folge nach s, s+l,-- oder s, 8-1,8-2 
ans den anlKn^lichen Verbindungen gehoben, wir eind aber hei diesem 
GeschSfte an keine bestimmte Ordnung gebunden und man hXtte eben 
so gut die Elemente ganz willkührlich ausheben Lfinnen. 

Wir setzen jetzt in 82, 83, 84 die obern Siellenzahlen gleich 
nnd erhalten , aus 83 

85) A (fCm)(i,j,3,..))'" =• t^ A |f(m)(i,2,..8-i,s+q,..))'" 
+t_A[f(sl8+q-i)(s,8+l,..a+q-l)j''.A|l"(m-s|m-s-q+l)(l,2,..8-l,s+n,..))»-' 
+^j7f;-A|f(28l2s+2q-2)(s,8+i,..s+q-i)J<"'.A|fCm-2s|ni-2S-2q+2)(i,2,..s-i,s+q,..)J"-"* 
4ip-A(f(3s[38+sq-3)(s,s-n,..S4-q-i)\"',A(f(m-as|m-3s-3q+«)(l,2,..s-l,s+q,..)|"-" 

+ 

Ans 83 

86) = P:ii: A (f(m)(,,2,3,..s-i))'" 

+ '^ A|fCs|m-p+i)(s,s+i,..))'" . A(f{m-s|p-i)(i,2,s,..s-i))"-' 
+ \<r A(f(2s|m-p+2)(s,8+i,..))'" . A(f(m-2s|p-2) (1,2,3,. '.s-i))"-' 

+ ^ A(f(3slm-p+3)(8,s+i,..))"' . A(f(m-3s|p-3) (1,2,3,. s-j))"-" 

+ 

Ans 84 
81) = t!l A |f(m) (8+1,8+2,. .))'" 

+ TT ■* (f('l') (1.2.3..-S))'" • A (f(m-i|m-8) (s+i,s ^2,. .))"-" 
+ t^ir A (f(2|2s) (1,2,3,. .a))'" . A jf(m-2lm-2s) (8+i,s+2,. .))"-■' 
+ 7F * (f(»|M) (1,2,3,. .8))'" . A (f(m-3|m-38) (s+l, 8+2,. .))"-" 
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S- 1«- 

Wir legen ans jetzt die umgekehrte Aufgabe vor und fragen: 
Wie können unsere gedoppelten Verbindungen bei BeschrSnktheit der - 
untern Stellenzahlen durch andere dargestellt werden, in welchen alle 
Elemente enthalten sind? 

Aus der Gleichung 79 ziehen wir die folgende. 
88) A((i,j,3,..n)'"f(m)(i,2,..s-i,s+i,..)) = A ((1,2,3,. .nj" f(m)| 

- A(((ir' f W (s)) . A(((2,s,4,..n)"-> f (m-s) (l,2,..s-l,s+.,..)) 

- A(((i,2rf(2s)(8)) . A ({(3,4,5,. .n)"-'f(m-2s) (i,2,..s-i,s+i,..)) 

- A(((i,2,3)i"f(3s)(s)j.A(((4,5,a,..n)''-"f(m-3s) (i,2,..s-i,s+i,..)) 

Nach dieser Vorschrift lassen sich nun Gleichungen bilden, durch 
welche wir im Stande sind, das erste negative Glied durch andere Aus- 
drücke zu ersetzen, welchen keine untere Stellenzahlen föhlen. 

Es wird 

A(((l)">f(s)(s)) . A(({2,3,4,..n)'--'f(m-s)(»,2,..s-i,s+i,..)) = 

= A(((0'"fWCs)) ■ A(((2,3,l,..n)»-f(">-s)) 

- 2.a|((i,2)'" f (2s) (s)j . A(((3,4,5,..n)<'-'f(m-2s)(i,2,..s-i,s+i,..)| 

- 3.A(((l,2,3)"'f(3s)(s)) . A(((4,5,6,..n)'-"f(m-38)(l,2,..S-l,S+l,..)| 

Wird dieser Werth in die Gleichung 88 eingefühK, so entsteht 
A((l,J,3,..n)"'f(m)(.,2,..8-i,s+i,..)) = A((.,2,3,..nr f(m)) 

- A(((iy'f(s)(s)) . A((;2,3,..nJ'-'f(m-s)). 
+ ..A{((i,2y' f (23) (s)) . A(((3,4,..n)"-'f(ni-28)(i,2,..s-i,s+i,..)| 
+ 3.A(((i,2,3rf(a»)(»)) ■ A(((4,5,..n)"-'f(m-3s)(i,2,..s-i,s + i...)| 

+ 
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Die Verbindungen, welche bei A£'' stehen, sind die gedoppelten 
Verbindungen mit Wiederholnngen zur Summe 5 ans allen Elementen 
zu 3 Elementen; dieselben Verbindungen haben wir bei Al" nur zur 
Summe 4 n. s. w. , so dass 

A ([1.2,3^ f(«)) = A ([I,2r f(6)) + A ([i.2.3rf(*)) • A'." 
+ A ([1,2,3}*' fC*)) • A'." 
+ A([l,2,3rf(3)) . Ai" 

Ganz allgemein ist 

103) A ([l,I,3,-.n]'"fW) = A ([i,2,..s-i,« + i,..nj"f(m)) 

+ A |[i,2,3,..nj'-"f(in-i)) . AT 
+ A |[i,2,3,..n]"-'f (m-2)) . Ai" 
+ A |[l,2,s,..iij'-"f(nl-s)) . Ai" 

+ 

+ A ([l,2,3,..nj'-'f(p-i)) . Ai'.,„ 

= A ([l,2,..s-l,»+l,..nl«f(m)| 

+ A |[i,2,3,..nj»-if(m-i|p-i)j . A';;..,,. 

Oder auch 

104) A ([1,2,3,. .s-l,» + l,.nJ"fCn>)) = A ([l,2,3,..n}'> f (in)j 

- A ([1,2,3,-. ii]"-'f(in-i|p-i)) . Ai;'..„. 

Nach 103 bilden wir jetzt die folgenden Gleichungen: 
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101) A(ti,2,s,..ii]''f(m)| = a([i,2 n]"-'f(m-i|p-i)) . AVi.,», 

+ A ([2,3,4,. .n]"-'f(in-i]p-i)) . a;;:,,.. 

+ A([3,4,5,..D]"->f(m-,|p-,)) . A;;i.„. 



+ A([nJ'-'f(in-.|p-,)| . A;r:.„. 
Setzt man aber in 106 8=n und h=:n, so entsteht 

108) A([i,2,3,..nJ''f(ni)| = A ([i,2,3,..n]"-' f (ni-,|p-,)) . A'.;:.,.. 

+ A ([1,2,3,.. n-i]"->f(ni-i|p-i)) . a;;;;'„. 
+ A([i,2,3,..n-2j'-'f(Bi-iip-i)| . a;;;;',,. 
+ 

+ A([lJ'-'f(ni-,|p-l)) . A'.]'..„. 

Lassen wir die unteren Stellenzahlen gleich werden, so entsteht 

auf der Unken Seite der Ausdruck A[l,2,3,..n]'" , i — ^r^. nial. In 

allen Horizontalreihen entstehen aber die geordneten Verbindungen mit 
AViederholungen so oft, als die Reihe 

("■-')'"•'" . (m-3)'-l- (m-4)'-'i- (p-2)'"'" 

zeigt, deren Summe ^ ^ — —-— — ist, so dass nach lltnwegnahme die- 
ses Faktors von beiden Seiten bleibt 

109) A [1,2,5,. .n}'i = A [1,2,3,. .nj'-" . A" 

+ A [l,2,3,..n-ij'-" . A'-" 
+ A [l,2,s,..n-2]""'' . A'""" 

+ 

+ A [i]»-' . A'-' 

= A [1,2,3,. .nJ'-' . A"' 
+ A [2,3,4,. .n]""" . A" 
+ A [3,4,J,..nj'-i . A'" 

+ 

+ A [n]»-> . A'« 
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Die zardcklaufenden Bildangsweisen^ welche wir bis Jetzt gefun- 
den haben, entsprechen denen im 5- 1* ^*^ benutzen die Gleichnn- 
gen 109 zur Aufltndung der Anzahl der geordneten Verbindungen mit 
Wiederholung und setzen, es sey dieselbe aus n Elementen zu p Ele- 
menten ^ [n,p] , so ist 

[n,p] = [n,p-i] + [n-i,p-i] + [n-a.p-i] +..+ [i,p-i] 
beachtet man, dass [ti>l] = n und setzt hierin p^3, so wird 
[n,2] s= [n,i] + [n-i,i] + [n-2,i] +..+ [i,i] 
^ n ^ n-i ^ n-2 ^__^ x 



1.2 


^ = H;. 












Setzt man p = 8, so 


entsteht 












[n,3] = [d,j] + 


[n-l,2] + 


[■>-2.j] 


+ 


• + 


[■ 


2] 


= i^ + 
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•+ 
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n'i' 

— ,.1. 














Und ganz allgemein 














[n.p] = =^. 


(n-,)f-l' {n-2)' 
lf-.|' ' ip-.|' 
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n"' 














daher 















110) Anzahl der Verbindungen begriffen in A [i,2,3)>>'>J'' =s — t; 
und 

111) Anzahl der Verbindungen begriffen in A ([it3»a,-n]''' f (m)} := 

_ n^' (m-i)'^''- 

Setzen wir in den Gleichungen 107 und 108 die oberen Stellen- 
zahlen gleich, so werden alle Horizontalreihen gleich, nur entstehen sie 
nicht gleich oll; 
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A(r.,2,a,..n]'- f(ra-x)).A." = A([i,2,..s-i,s+i,..ii]"-"f(iii-i)).A;» 
+ AJ[i,2,..n]"-"f(m-x-i)) . a;-i.a;" 
+ 4([l,2,..n]"-"f(in-x-2)\ . A':'.Ai" 
+ 

+ A([i,2,..n]"-' f (p-2)) . a:'.,..^..a;" 

Setzen \rir hierin x = 1,3,3, ■•■ m-p-t-i , und verbinden diese 
tileicliungen mit 103, so n-ird 

A|:i,2,3,..nJ«f(m)) = A(W>f (o|m-,,)).A([i,2,..s-i,5 + l,..n]» f (m|p)| 
+ A (W"fC'lni-p+l)| . A ([l,2,..s-l,s + l,..n]"->f(m-i|p-l)| 
+ A(W"'fWn>-P+2))-A([l,2,»,..n]"-> f(ni-2|p-2)) ' 

Der Weg zar Erweiterung dieser Gleiclinng ist hier vorgezeich- 
net. Wir bringen auf gleiche Weise aus dem dritten Gliede das Ele- 
ment A'" fort und erhalten 

A([.,i,3,..n]>"f(m))=A(W>f (o|m-p)).A([l,J,-.s-l,s+i,..nI"f(m|p)) 

+ A([s]'"f(i|m-p+i)j.A([i,2,..s-i,s+i,..n]i'-"f(m-i|p-i)| 
+ A ([s]'" f{2!m-p+2)) . A ([1, 2, . . s - 1, s + 1, . . n]"- •'f(m;2|p-2)) 
+ A([s}"f(3|ni-p+3)).A([i,2,3,..np-'f{m-3|p-3)) 
Geht man so weiter, so gelangt man zuletzt zur Gleichung 
112) A ([i,2,3,..nj"f(ni)| = 

+ A (W f (o|m-p)| . A ([i,2,..s-:,s+t..n]" f (m|p)) 

+ A (W'fCl|nl-p + l)) . A ([l,2,..s-i,s + .,..nj'->f(m-i|p-,)| 

+ A (W'-TC^Im-p+s)) • A ([i,2,..s-i,s+i,..nj'-"f(m-2|p-2)j 

+ 

+ A ([s}" f (plm)) . A ([i,2,..s-i,s<-i,..nj-' f (m-plo)| 

Werden die unteren Stellenzahlen gleich, so erhalten wir hieraus 
die Gleichung 406 der Analysis. 
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113) A [l,2,3,..n]"' = A [l,2,..s-i,s + i,..li]" . (A"')- 
+ A [l,2,..s-i,s+j,..n]""'' . (A"')' 
+ A [l,2,..8-i,s+i,..n]'^-'' . (A'")' 

+ 

+ A [i,2,..s-l,SH-i,..n]*' . (A"")' 
So wie im §■ 2 wollen wir auch hier in 112 aus den anCtnglichen 
Verbindungen noch das Element A''"^'' heben und den neuen Verbindunj^s- 
Klassen zugesellen; dies geschieht wieder mit Hälfe von 103. Der 
Weg ist durch das Vorige angegeben. Man erbült 
A j[l,2,3,..nl'>f(m)| = 

= A ([s,s+i]»'f(o|m-p)) . A |[i,j,..s-i,s+j,..n]<" f Cm|p)j 

+ A ([s,s+i]''>f(i|m-p+i)). A ([i,2...s-l,s+2,..n]"-'f(m-i|p-i)) 

+ A j[s,s + i}"f(2|m-p+2)|. A j[l,2,..s-i,s+2,-n)"-"f(m-2]p-2)j 

+ 

+ A ([s,s+l]"'f (p|m)| . A ([i,2,..s-i,s+2,..n)'" f (m-p|o)| 

Und ganz atlgemein, wenn h Elemente getrennt werden. 

il4) A ([1,2,3,. .n]'"f(m)| = 

= A([s,s+i,..s+h-iJ" f (o|m-p)|.A([i,2,..s-i,s+h,..n]"'f(m|p)| 

+ A([s,B+i,..s+h-iP'f(i|m-p+i)j.A|[i,2,..s-i,s+h,..n]"-"f(m-i|p-i)| 

+ A([s,s+i,..s+h-i]"'f(2lni-p+2)j.A([l,2,..s-i,s+h,..n]"-"f(m-2!p-2)| 

+ 

+ A([s,s+i,..s+h-i]">f(p|m)) .A([i,2,..s-i,»+h,..nrf(m-p|o)| 

Setzt man hierin s=s-h+i, so wird 

115) A ([i,2,3,..nj«'f(m)| = 

=A([s-h+i,s-h+2,..s]'"f (o|m-p)).A([i,2,..s-h,s+i,..n]"if(m|p)| 

+ A([s-h+l,s-h+2,..s]'"f(l|mTp+i)).A|[i,2,..s-h,s+i,..n]"-f(m-i|p-i)| 

+ A|[«-h+i,s-h+2,..s]"'f(2!ni-p+2)).A([i,2,-.s-h,s+i,..n]"-"f(m-2]p-2)| 

+ 

+-A([«^h:H,s-h+2,..sJ"f(p|m)) .A{[l,2,..»-h,s + i,..nJ-'f{m-p|o)) 
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3,.n]"f(ni))=A([s,»+i,..s+hrf(o;in-p)).A([i,l,..ii-i,sth,..nJ'>f(m|p)) 
|rs,»+i,..s+li-iJ"f(llin-p+i)j.A|[i,l,-.s-i,s+h-i,..ii]"-"f(ra-i|p-i;j 
A([s,s+l,..s+h-i]'"f(j))|A([l,2,..s-i,8+h-i,..n]"-'f(in-2)| 
;'*'-".AJ[s,s+l,..s + ll-l]"'fCl))| 



+ 

-a; 

-A'. 



A([s,S + I,..H + b-irf{3)) 

■*'-.A([»,»+i,..8+h-l]'"fW) 
■•'-.A([s,s+i,..s+h-ir'f(l)) 



A([i,2,..s-i,s+h-i,..nJ'-''f(in-3)| 



A([s,S+I,..B + h-lI"f(3)) 

•'-'.A([s,s+i,...+h-iJ"f«) 

A([s,8+r,..8+h-,rfW) 
*>-'.A([.,s+i,...+h-l]'-'f(3)) 
*'-'.A([s,s+l,..»+h-lJ"fW) 



AJ[l,2,..a-i,s+h-i,..nJ'-"f(ni-ä)| 
A|[i,»,..s-l,s+h-i,..np-"f(m-4)| 



Die Vorzählen lassen sich nach 104 wieder vereinigen und man erhSlt 

A ([1,2,3,. .n]"'f(m)) = 

= A([s,»+i,..s+h-iJ"'f(o|m-p)).A([l,3,..s-i,s+h,..n]'"f(m|p)) 

+ A([s,s+l,..s+h-i]''f(i|m-p+i)|.A([l,J, .•»-l,»+h-l,..n]<'-"f(ni-l|p-j)j 

+ A|[s,s+i,..s+h-2]'"f(2|m-p+2)| . A|[l,2,--8-i,s+h-i,..nJ'-'*f(ro-2|p-2)| 

+ 

+ A([5, s+i,..s+h-2}"f(p|m)).A([i,2,..s-i,s+h-i,..nJ«f(m-p|«)| 
Anf gleiche Weise ersetzen wir in dieser Gleichung vom dritten 
Gliede an alle Verbindungsklassen, welche das Element A''*^"" nicht 
enthalten, durch andere, worin es vorkommt. Der Weg ist vorgezeich- 
net, wir erhalten 
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A ([1,2,3,. .nj"f(ni)) = 

= A([s,8+i,..s+h]'°* f (o|m-p)|.AJ[l,2,..s-i,s+h,..n]:p>f(m|p)| 

+ A([s,s+i,..8+li-i]'"f(ijn>-p+i)j.A([l,2,..s-i,fH-h-i,..nJ'-'f(m-i|p-i)| 

+ A([s,s+x,..s+h-2j"'f(2lni-p4.2)|.A|[l,2,.,s-i,s+h-2,..n]"-"f(m-2]p-2)| 

+ A([s,a+i,..s+h-3j"f(3[m-p+3)J.A|[i,2,.-s-i,s+h-2,..n]"-"f(iii-3lp-3)| 

+ 

.t-A|[3, s+i, ..s+h-3]"' fCp|iii)|.A([i,2,..s-i, s+h-2,..n]'*'f(in-p|o)| 

Geben wir auf diese Art weiter , so erLalten wir zuletzt 

122) A ([l,2,3,..n}"f(ni)) = 

= A([s,s+.,..s + lir f (o|in-p))..A([l,2,..«-i,s+Ii,..n]"> f (inlp)) 
+ A([s,s+i,..s+b-i]'"f(i|m-p+l)|.A([i,2,-.s-"i,s+li-i,..n]"-"f(m-i|p-i)j 
+ A([s,S4-i,..s+li-2}"f(2lin-p+2)|.A|[i,2,..8-i,s+Ii-2,..np-''f(ni-2|p-2)| 

+ 

+ a([3, s+i,..s+li-p]"'f(p|ni)).A([i,2,..s-j,s+li-p,..n}"f(in-p|o)| 

WirA 8=8-li+i gesetzt, so entsteht 

123) A ([1,2,3,. .nj"f(m)| = 

= A([s-1i+i,s-1i+2, .a+i]'°'fCo|ni-p)j.A([i,2,..s-h,s+i,..n]'"f(m|p)j 
+ A([s-Ii+t,s-li+2,..sJ"f(i|ni-p+l)).A([i,2,..s-b,s,..nJ'-"f(m-i|p-i)l 
+ A([s-h+i,s-b+2,..s-i]"f(2lm-p+2)).A([i,2,..s-h,s-i,..n]"-'f(ni-2|p-2)| 

+ 

+ A([s-b+i,s-h+2,..»-p+l]'"f(p|oi)).A([i,2,..s-b,s-p+i,..n}*'f(m-p|o)j 

Ausser diesen beiden GleichangeD finden ancb nocb die fol' 
genden statt: 

11" 
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124) A |[l,j,3,..n]"f(m)) = 

= Afs-li,>-h+l,..»]" f (o|in-p));A([l,2,.s-l'.s+l>-.>>]"' f ("»Ip)) 

+ A ([s-li+i, s-h+2,..s] "f (l]iii-p+l)j . A j[l, 2, .. s-h+i, »+I, . . n]"-" f (iii-i;li-l)| 

+ A([s-h+j,8-h+3,..s]"'f(2;ni-p+2)).A([i,2,..«-k+2, s+i,..nj'-if(in-2;p--i)| 

+ 

+ A(;s-li+p,s-h+p+l,..sJ"f(p|iii)).A([i,2,..a-li+p,8+l,..nff(in-p|o)| 

und 

125) A ([1,2,3,. .nl"f(iii)) = 

= A([a-l, »...s+h-i]"' f (o|iii-p)).A([i,2,..S"i,s+h,..nJ"f(m|p)| 

+ A([3,s+i,..a+h-iJ"f(i|m-p+i)j.A([i,2,..s,s+h,..n]"-"f (iii-i|p-i)| 

+ A([s+i,s+2,..s+h-lJ'f(2|m-p+2)|.A([i,2,..a+i,s+h,..nJ'-"f(in-2|p-2)j 

+ 

+ A([»+p-l,s+p,..s+li-iJ»f(p|m)|.A|[i,2,..»+p-i,s+h,..nJ-'f(in-p|o)| 
Wir gehen zu speeiellen Ffillen ßber nnd setzen in 122 s=i, so wird 

126) A ([1,2,3,. .n]"'f(ni)) = 

= A ([i,2,..h+irf(o|m-p)) . A ([h+i,h+2,..nrf(m|p)) 
+ A ([l,2,..l.rf(>|ni-p+l)) . A ([h,h+l,..n]"-"f(nl-i|p-,)) 
+ A ([l,2,..li-l]'-'f(2|ni-p+2)| . A ([h-l, li,..nj'-"f (m-2|p-2)| 

+ 

+ A ([i,2,..h-p + il"f(p|m)) . A ([Ii-p+i,h-p+2,..n]i"f(m-p]o)j 
lu 124 setzen wir s ^ n , und erhalten 
121) A ([l,J.3,..IlJ"f(ni)| = 

= A ([n-li,n-h + i,..nr f (o|ni-p)) . A ([l,2,..n-h]"> f (m|p)) 
+ A ([n-h+l,n-h+2,..n]<'f(l|m-p+i)) . A ([l,2,..n-h + i]"-"f (m-i'p-l)| 
+ A (rn-h+2, n-h+3,..nj"f(2|m-p+2)j . A ([i,2,..n-h+2]"-"f (ni-2|p-2)j 

+ 

+ A ([n-U+p,n-h+p+l,..n]<"f(p|m)| . A ([i,2,..n-h+p]'" f (ni-p|o)| 
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Wir setzen nun die oberen Stellenzahlen gleicli und erhalten aus 
den vorstellenden, folgende Gleichungen; 

Ans 122 

128) A[i,2,»,..n]"'= A[s, s+i,..s+li]"' . A[i,2,..s-i,s + li,..nl" 

+ A[s,s+i,..s+h-i]''' . A[i,2,.-s-i)S+h-i,..nJ'"" 
+ A[s,s+i,..s+h-2]'" . A[i,2,--s-i,s+h-2,-.n]''~" 



+ A[s,s+i,..s+h-p]'P' . A[i,2,..s-i,s+h-p,..nJ'' 

Aus 124 

129) = A [s-h,s-h + i,..s]'-' . A [i,2,..s-li,s + i,..n}'' 

+ A [s-h+i, s-h+2,..s]'"' . A [i,2,--s-h+i,8+t,..n]"'"' 
+ A [s-h+2,s-h+3,..sj" . A [l,2,..s-Il^-2,s+l,..nJ'- 
+ 

+ A [s-h+p,B-h+p+i,..8]"' . A [i,2,..»-h+p,s+l,..n]'-' 

Aus 126 

130) = A [1,2,. .h+l]"" . A [h+i,h+2,..n]"' 

+ A [1,2 hj" . A [h,h+i nj'-' 

+ A [l,2,..h-lj" . A [h-i,h bJ'-' 



+ A [i,2,..h-p+l]"' . A [h-p+i,h-p+2,..n3"' 

Aus 127 
131) = A [n-h,n-h+i,..nl" . A [i,2,..n-h]"' 

+ A [n-h+i,ii-h+2,..n3'' . A [i,2,..il-h+l]'>-" 
+ A [n-h+2,n-li+8,..n]'" . A [i,j,..n-h+2]"-' 

+ 

+ A [n-h+p.n-h+p + l.-.n]'" . A [l,2,..n-h+pj" 
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S13. 

^^'ir legen ans nun eine Aufsabe vor, welche die umj^ekehrte 
3e8 §. 13 ist, und rragen: Wie klinnen 

a/[i,2, ..s-i,s+li,..n]'''f(m)| oder A /[i,2,..s-h, s+i,..n]"" f (m)j 

da rcli Verbindungen dargestellt werden, denen kein Element fehlt. Wir 
benutzen die Gleichung 104 

A([l.2,..«-i,s+i,..n]"'f(ni)) = 

= A ([1,2,3,. .nj"f(m)) - a([i.i n]'-f(m-i|p-,)) . A'.t.,.. 

bilden nach ihr folgende 
A ([i,j,..s-.,s+2,..nj"f (m)) = 

= A([l,2,..s-i,s+l,..n]"'f(ni))-A([l,2,..s-i,s+i,..n]"-'f(m-l]p-i)).A'.;;L'„. 
und ersetzen die Glieder zur Rechten nach dem Gesetze der vorherge- 
henden Gleichung, bierdurch entsteht 

A |[.,2,..»-l,s+2,..n}"f(n.)) = A ([l,2,3,..n]"> f (m)) 

-A([i,2,3,..n]»-> f{n.-ijp-i)) . a;;l,.. 

-A([l,2,3,..nJ'-'f(n,-i)).A'."'' + A([l,2,3,..nT'-"fCni.2]p-2)).A;'|i.,...A'.-*" 
-A([l,2,3,..n]"-'f(m-2)).A'r" + A([i,2,a,..nJ'-'f(ni-s|p-2)).A:|:., .AJ'-' 
-A([i,2,3,..nJ'-"f(m-3)).Ar" + A([l,2,3,..nJ'->f(ni-4|p-2)).A:;i.,.,.AV' 

-a([i,2 Bj'-'f{p-i))-A;:;!, + A([i,j,3,..ni'-'f(p-2|p-2)).A;;'..A:t;'.. 
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133) A ([i,2,..a-h,a+i,..n]'"f(m)| = 

= A ((s-h+i,s-Ii+2,..s)'°' (fo!m-p)| . A |[i,2,3,..n]'"f{m|p)| 

- A|(s-h + l, s-h+2,..5)'"f(l|ni-p + l)| . A|[l,2,3,.-n]''-"'f{m-i]p-i)J 
+ A|(s-h+i,s-h+2,..s)"f(2|iii-p+2)j . A([i,2,3,.-n]"-"f(tn-2|p-2)j 

(-)'.A((s-h+i,s-h+2,..s)" f(p|iu)) . A{[i,2,3,..iir f (ni-p|o)j 

Setzen wir in 132 s = i , so wird 

134) A ([h+i,li+2,..nj"f(m)) = 

= A ((1,2,3,. .h)-'f(o|ni-p)) . A ([1,2,3,. .n]«f(ni|p)| 
- A ((1,2,3,. ■li)''f('l">-P+l)) ■ A ([1,2,3,. .n]"-'f(m-i|p-l)) 
+ A ((1,2,3,. .li)'-'f(2|m-p+2)) . A ([1,2,3,. .nJi-if(m-2lp-2)) 

(-)'.A ((l,2,3,..h)"' f (p|ni)) . A ([1,2,3... n]™f(ni-p|o)| 

Aus 133 erhalten wir für s ^ n 

135) A ([1,2,3,. .n-hl"f(ni)) = 

= A((n-h + i,n-Ii + 2,..D)'-'f(o|m-p)| . A ([l,2,3,..n]" f (m;p)| 

- A((n-h+l,n-ll + 2,..n)'"f (i'ni-p+i)| . A ([1,2,3,. .n]'""-" f(ra-i|p-l)| 
+ A((n-li+i,n-li+2,..n)'''f(2lni-p+2)J . A ([1,2,3,. .»]•'■"" f ;in-2|p-2)| 

(-)'.A((n-li+i,n-h+2,..n)-i"f(p|iti)) . A([r,2,3,..n]-' f (m-p|o)) 

>Vird )i = n, so wird aus 134 oder 135 

136) o = A((i,2,3,..n)'" f (o|m-p)) . A([i,2,3,..nJ" f (ni|p)) 

- A((i,2,8,..n)'"f(,|m-p+:)) . A ([1,2,3,. .nj'->f(,u-i'p-i)) 
+ A((l,2,3,..n)"' f(2|m-p + 2)) . A([>,2,3,.nJ'-"f(in-2lp-2)j 

(-)'.A ((1,2,3,. .ny"f(p|n.)) . A([i,2,o,..nrf(m-p|o)) 
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Setzen wir die unteren Stellenzahlen gleich, so erhalten wir aus 
132 die Gleichung 408 der Analysis. 

131) A[i,2,3,..8-i,s+h,..n}" = A(s,s+i,..s+h-i)'" . A[i,2,s,..n]'" 
- A(s,s + i,..s+h-i)"' . A [1,2,3,-. nj'-"' 
+ A(s,s+i,..s + h-iy' . ACi,2.s,..n}'-" 



(-)'.A(s,s+i,..s+h-i)"" . A[i,2,3,..n}'' 

Aus 133 wird in diesem Falle 

138) A[i,2,3,..s-h,s+i,..n}" =s A(s-h+i,s-h+2,..s)"\A[i,2,3,"n}" 
- A(s-h+i,s-h+j,..s)-". A[i,2,3,..n]"'" 

+ A(s-h+i,s-h+2,.-s)''*.Ä[i,2,s»-.nJ'~" 



<-)'.ACs-h+i,s-h+2,..s)'". A [1.2,3... n]'*' 



Aus 134 wird 



139) A [h+i,h+2,..n}" = A Ci.a,3,..h)'" . A [i,2,3,..n]" 
- A (i,2,3,..hy" . A [i,2,3,..n]''""* 
+ A (1,2,3,. .h)C' . A [1,2,3,.. nj'-" 



C-)'.A (i,2,3,..hy" . A [i,2,3,..n]"' 

Aus 135 entsteht 

140) A [i,2,3,-.n-h]"» = A (n-h+i.n-h+i.-.n)'" . A [1,2,8,. -n}" 
- A (n-h + i,n-h + 2,..n)'" . A [1,2,3,. -n]"-*' 
+ A (n-h+i,n-h4-2,..n)''' . A [i,2,3>.-n]"-" 



C-)'.A (n-h + i,n-li+2,..nf . A [i,2,3,..n-J*' 
Zoletst erhUt man ans 136 die Gleichung 4X2 der Anafysis. 

12 
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90 
141) = A (.1.1,3,-ay' . A [i,2 nj" 

- A (l,2,3,.. !!)=■' . A [l,2,3,..n]''-" 

+ A (1,2,3,. .n)"' . A [i,j,3,..n]"-' 



(-)'.A (1,2,3,. -n)" . A [1,2,3,. .nj" 
Diese Gleichung, welche die umgekehrte von 54 ist, gibt uns 
wieder die Mittel zur Hand, die geordneten Verbindungen mit Wieder- 
bolnng durch die geordneten Verbindungen ohne Wiederholttng darzo- 
Rtellen. Es ist 

142) (-)''.A [1,2,3,. .nj" = + A (t,2,3,..n)" (f(p) (1,2,3,. .))'■' 
- A(i,2,3,..ny'(f(p)(I,2,3...))■•> 
+ A(i,2 nr (f(p) (1,2,3,..))'" 



(-)'-.A(l,2,3,..n)f' (f(p)(t,2,3,..))'" 
Wo die Stellenzahlen, ans welchen die Summen gebildet werden, fiber 
A(i,2,3, ..)' ' in die kleinen Klammern gesetzt werden mBssen. 



S. 16. 

Die Untersuchungen der §§. 3 und 14 hüben uns gezeigt, dass, 
wenn Verbindungen durch Produkte aus anderen Verbindungen darge- 
stellt werden, welche immer dieselben Elemente enthalten, man auch 
einen Wechsel der Elemente kann eintreten lassen. Dies veranlasst 
ans jetzt zu der Frage: Kann in der Gleichung 132 oder den folgen- 
den eine Khnliche Umformung vorgenommen werden; kann anch hier 
die Zahl der Elemente in den einzelnen Verbindungen zu- oder al^ 
nehmen ? 
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Wir bilden Dach 132 zaerst die Gleicltang 
A /[i,2,..s-q-i,s + li,..n]f'f(in)j = 

= A((s,s + i,..s + h-iy°>fCeIm-p)) . A (Ci,2,..s-q-i,s,..nP'f Cin|p)) . 
- A/(8,s + i,..s + h-i)"'f(i[ni-p+i)|.A([i,2,..s-q-i,s,..n]'''-''f(iii-i!p-i)| 
+ A((s,s+i,..fl+Ii-i)"'f(2|iii-p+2)J.A|ri,2,..s-q-i,s,..nJf~"f(in-2lp-2)| 

(-)'.A(Cs.s + i,..a+l.-iy"fCp|n.)).A([i,2,..8-q-l,s,..nr'f(m-pIo)) 
Die gedoppelten Verbindungen mit Wiederholung dieser Glei- 
chung ersetzen wir nun von der zweiten Horizootalreihe an durch an- 
dere, welche ein Element A''~" mehr enthalten, nach der Vorschrift 104 

Hierdurch wird 
A ([i,i,..»-q-i,s+h,..nj''f(ii.)) = 
= A((s+i,S4.2,..s+h-i)'"f (o|iii-p)).A(ti,l,..s-q-i,s,..n]"if(m|p)| 
-A((»,»+i,..»+h-i)">f(i|iii-p+i)|.A([l,2,..s-q-i,s-i,..n]"-"f(n»-i|p-0J 
+ A ((s,«+l,..s+h-i)"'f(j)j A([i,2,..s-<i-i,s-i,..ii]»"if(in-2)j 

+ A»-'. A ((s,i>+i,..s+h-i)"'f(i)) 
+ A ((»,s+i,..s + h-i)i"f(3)) 

+ a;-'.a ((s,S+I,..8+h-irf(2)) 
+ a;-". A ((»,«+i,..s+b-i)''>f(i)) 



*([■■ 



..nJ'-'fCm-a)) 



A(C»,.+ i,..s+h-.)'"fW) 
-A;-'.A ((.,»+i,...+ h-i)'"f(2)) 

A ((>,»+!,... +h-iy'f(<)) 

-Ai-'.A ((»,»+i,..>+h-i)i"f(3)) 
-A?-. a' ((s,s+l,...+Ii-iy"f(2)) 



A([l,2,..s-q-l,s-i,..nJ»-"f(iii-ä)| 
A([l,2,..»-q-J,S-I,..Ilj<'-"f(m-4)| 
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Die Vorzahlen können nach 11 zasammen^ezogen werden und 
es entsteht 

A ([i,2,..s-i)-l,« + h,..n]'"f(in)) = 

= A({s+t,8+2,..8+h-i)'"f(oini-p)).A|[i,2,..s-i)-j,>,..nJ"f(m|p)| 
- A|(s,s+l,..s+h-l)'"'f(i|ni-p+l)|.A([l,3,..a-q-l,8-l,..n]'''""'("(ni-i[p-l)| 
+ A|(8-l,s,..8+h-iy"'f(l|lll-p+2)|. A|[l,2,..fl-q-l,s-i,..nJ'— *f(ni-2|p-2)| 

(-)'.A((8-l,8,..8+h-iy"f(p|m)).A([i,2,..8-,,-i,a-.,..nrf(m-p|e)) 

Dasselbe GeschXIl nehmen wir mit dem Elemente A<'~" vor n. s. w. 
Am Ende gelangt man zur allgemeinen Gleichung. 

143) A |[i,j,..s-,-i,8+h,..nJ"f(m)) = 

= A j(8+i,s+j,..8+h-i)'*'f(o|m-p)j.A([i,2,..s-(i-i,s,..n]"" f (m|p)| 

- A j(>,s+i,..8+h-i)'"f (i|m-p+x)) .A([i,i,..a-q-i,»-i,..n]"-"f(m-i|p-i)) 
+ A |(s - 1, 8, . . 8+h-i)i-' f (2 1 m-p+2)| . A ([i, 2, . . 8-<i-i, 8-2, . . nj'- "f (m-2|p-2)| 

(-)'.A|(8-p+i,s-p+2,..s+h-l)"'f(p|m)|.A|[l,2,..8-q-i,8-p,..n]'"f(m-p|o)| 
LXsst man aber in 132 statt der Elemente s-q, 8-q+i,..s-i 
die Elemente 8, s+i,..s+h-i selbst fehlen, so führt dies zur Glei- 
chung 

144) A([i,2,..s-i,s + h,..nl''f{m}) = A ([l,2,..s-i,s+h-i,..n]"'f(m)) 

- A((s+h-i)i'f(i|m-p+i)).A([i,2,..s-i,s+h-2...nJ'-'f(m-i|p-,)| 
+ A(Cs+h-2,s+h-i)'''f(2lm-p+2)|.A|[i,2,..8-i,s+h-3,.,n]"'~*'f(m-2lp-2)j 

(-)'-.A((s+.,s+2,..s+h-l)"-'f(h-»|m-pH.h-i)).A([i,2,..nI'-'*"f(m-h+i|p-h+i)) 

(-)'.A((s,s+i,..s+h.i)'"f(h|m-p+h)).AJ[i,2 nj'-'>f(m-b|p-h)) 

Setzt man aber 8 ^ 8-h+l, so wird ans 143 
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145) A |[i,i,..«-h-(i,« + i,..ii]<"f(iii)| = 
=A((s-h+j,s-h+»,..«)"'f(o|in-p)|.A([i,J, .•"-li-q,s-l<+l."nI"fWp)) 

- A({8-h+i,»-h+i,..»)''f(i|iii-p+i)).A([i,2, .s-li-<|,i>-h,..n]"-'f{m-i|p-i)) 
+ A((«-li,«-h+l,..s)''fC2|ni-p+2)).A([i,2,..«-li-q,»-h.i,..n]<'-'f(in-i|p-2;| 

(-)'. A ((s-h-p+J> »-Ii-p+3, • ■ »)'" f (plm)) . A ([i, j, . . s-h-q, s-h-p+j, . . nj" f (iii-p|o)| 
Ans 144 erliSlt man in diesem Falle 

14«) A([i,2,..s-li,s + i,..nI''fCm)) = A([i,j,..s-h n]"'f(m)) 

- A (Cs)" f (i|n.-p + i)) . A ([i,2,..»-l^s-i,..nj' -' f (m-i|p-i)) 
+ A |(s-i,«)'"fCj|m-p+j)l . A |[i,2,..»-h, a-a,..n]"--' f (ni-a|p.i)| 

(-)' -.A((s-h+2,s-h+s,..8)"-'f(li-i!ni-p+li-i)|.A([i,j,a,..n]"-'«'if{m-h+i|p-h+i)j 
(-)'.A|(s-ln-l,«-li+2,..»f'f(h|ni-p+h)| .A ([1,2,3,. .nj'-" f (m-li|p-h)j 
Ansser diesen Gleicbnngen findet man anf gleiclie Art nocli die folgenden: 
141) A |[i,2,..s-i,s+li+q,..n]"'f(m)| = 
= A({s,»+l,..s+h-2y'f(olm-p)|.A([l,2,..8+li-i,s+b+q,..nJ"f(m|p)) 

- A((s,s+i,..s+Ii-i)''f(i|ni-p+i)|.A([i,2,..a+h,s+li+^,..nJ'-"f(ni-ilp-i)| 
+ A((s,s+l,..s+h)'-' f (2|ni-p+2)|.A([i,2,..«+h+i,s+h+q,..nJ'-'f(ni-2|p-j)j 

(-)'. A ((s, 8 + 1, . . s+h+p-2)''' f (p I m)) . A ([ 1, 2, . . 8+li+p-i, s+h+q, . . n J-' f (ni-p|o)| 
nnd 

148) A([l,2,..s-i,s+h,..nl''f(m)) = A([i,2,..8,8+h,..n]"if(m)) 
- A ((sr f (i|ni-p+i)) . A ([.,2,..s+i,s+b,..nJ'-'f(m-i|p-i)) 
+ A ((8,s+l)'"f(2|ni-p+2)| . A ([i,2,..8+2,8+h,..nJ'-if (m-»|p-2)J 

(-)'-.A((s.8+i,..8+k-2)"-'f(h.,|m-p+h-,)).A([l,2,8,.n]»-'*"f(ni-lH.i|p-I.+i)) 
(-)'.A((s,8+.,..8+h-i)«f(li|m-p+h)).A([l,2,a,..nJ'-«f(m-hlp-li)) 
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Setxt man in diesen beiden Gleichungen wieder s = s-b<f i, so 
entsteht 

149) A ([.,2,..»-h,s + q + l,..nJ"f(m)) = 

= A|(»-h+i,s-h+2,..s-i)'"f(o;ra-p)|.A([i,a,.-s,s+q+i,..nI"f Cm|p)| 
- A((»-h+i,s-h+2,..s)"f(i|ni-p+i)j.A([i,2,..s-n,s+ii+i,..n]'-'f(ni-i|p-i)| 
+ A |(s-h+i, s-h+2,. . s+i) " f (2 1 ni-p+2)| . A ([1, 2,..s+2, s+q+i,..nj'- •'f(m-2|p-2)) 

(-)'. A |(s-h+i, s-h+2, . . s+p-i)'" f (p I m)) . A ([1, 2, . . s+p, s+q+l, . . nj-' f (ni-p;o)| 



150) A([i,2,..s-h,s+i,..n]"fCm)j = A ([i,2,..s-h+i,s+i,,.nj"f (m)) 

- A((8-h+iy'f(i|ni-p+i)) . A([.,2,..s-h+2,s+i,..nJ'-'f(m-ilp-i)) 
+ A |(s-h+i, s-h+zy f (2[m-p+2)J . A |[i, 2, ■ . s-h+s, s+i, . . nj'"*' f (01-2 1 p-2)| 

(-)'-.A|(«-h+t,s-h«,..s-l)''-"f(h-i;ni-p+h-i)|.A([l,2,3,..nI'->*"f(ni-h+i|p.b+i)j 
<-)'.A((s-h+i,s-h+2,..B)""f(h|m-p+h)) . AJ[l,2,3,..nJ'-" f (m-h|p-h)j 

Wir wollen jetzt aus dem Vorhergehenden nur einige wenige 
specielle FKUe ziehen. Es sey in 143 q := s-i, so ist 

151) A |[s+h,s+h + i,..nj"f{ni)| = 

= A((s + i,s+2,..s+h-i)'-' f (o|m-p)) . A([3,s+i,..n]i" f (m|p)) 

- A((s,«+l,..» + h-l)"' f (l|m-p+i)).A([s-i,s,..n]"-' f (m-ilp-i)l 
+ A((s-i,s,..s+h-i)"' f (2im-p+2)j . A([s-2,s-i,..n]'-"f{m-2lp-2)) 

(-)'.A|(»-p+l,s-p+2,..s+h-i)"f(plm)) . A([s-p,s-p+i,..n]*' f(m-p|o}j 
In 145 sey q^s-b, so ist 
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152) A ([s+i,s+2,..n]-"f(iii)) = 

= A|(s-Ii+3,s-h+3,..s)"' f (o|m-p)).A|[s-h+i,»-h+2,..iiJ" f (in|p)| 

- A((s-h+i,i^h+2,..s)<'f(i|m-p+i)).A([s-h,s-li+i,..n]"-''f(m-i|p-i)) 
+ At(a'h,a-h+i,..aJ'' f (2lni-p+2)|.A|[s-Ii-i,s-h, ..n]^'-"' f (in-2lp-a)) 

(-)*■ A (Cs-b-p+2, s-h-p+3, . . s)"'f(p|in)) . A |[s-h-p+i, s-h-p+2, . . n] •' f (m-p | o)| 
In 147 und 149 setzen wir q = n und erhalten 

153) A |[i,2,3,..s-i]"'f(m)| = 

= A((«,s+i,..s+h-2)"' f (o|m-p)) . A([i,2,3,..s+Ii-)J«f(m|p)) 

- A ((»,« + !,. .s+h-iy'f(i|m-p+i)) . A([l,2,3,..s + hJ'-' f (ni-l|p-i)| 
+ A((a,8+l,..;+h)'-'f(2|m-p+2)) . A([i,2,3,..s+Ii+i]"-"f(ni-2|p-2)) 

(-)'.A((a,s+i,..s+li+p-2)"' f (p|m)) . A([i,2,3,..s+h+p-iJ-> f(m-p|e)) 
und 

154) A ([l,l,s,..«-hj"f(nl)| = 

= A((8-h+i,ii-h+2,..s-i)"' f (o|m-p)).A|[i,2,3...«J'' f (mlp)) 

- A((«-h+i,s-li+2,..8)'" f (i|ni-p+i)).A([i,2,3,..s+l]'-"f(m-i|p-t)) 
+ A(Ca-h+i,»-h+2,..s+i)'''f(2|ni-p+2)|.A|[l,2,3,..!i+2]"-"fCm-alp-3)| 

(-)'.A((s-h+l,s-h+2,.s+p-i)"'f(p|m)).A([i,2,3,..s+pJ" f (m-p|o)| 
Setzt man ferner in 153 s = i oder in 154 s=:h, so wird 

155) o = A(Ci,2,3,..h-i)'"f(o|in-p)j .A|[i,2,3,..t]<'' f (ni|p)| 

-A((i,2,3,..l.)"if(i|m-p+:)).A([i,2,3...h+i]'->f(m-i|p-t)) 
+ A(Ct,2,3,..h+i)'-'f(2ini-p+2)).A([i,2,3,..h+3]""if(ni-j|p-2)) 

(-y-A{(i l>+P-irf(pl°'))-A([l.a.3...1i+pr f (m-p|o)) 
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Nimmt man an , es sey in 144 and 148 8-= i , so entsteht 
156) A([li+l,h+2,..n]"f(ni)) = A([h, h+i,..n]<» f (di)| 

-A(W-'f(i|n.-p+,)) . A(|>-i,Ii,.,nJ'-'f(ni-i|p-i)| 
+ A(Ch-l,h)-'f(2|m-p+2)) . A([li-2,li-l,..n]'-'f(m-i|p-2)) 

(-)'-■. A((3,3,..li)"-'f{h-i|m-p+h-i}j . A([l,2,J,..nJ'-'*'f(m-li+i|p-b+>)| 
(-)' . A((i,2,a,..h)'" f {l.|m-p+h)|.A([l,2,j,..n]'-" f (m-lilp-li)) 
und 
151) = A ([i,h+i,..nj"f(ni)) 

- A(Cir f Cl|m-p+i)) . A([.,2.l.+i,..nJ-' f {m-.|p-i)) 
+ A((i,2)'-' fC2|m-p+2)) . A|[i,2,s,h+i,..nJ'-'f(m-2|p-2)) 

(-)'-.A((t.2,..h-.)"-'f(h-l|m.p+h-i)).A([l,2 n]»-""f(n.-l.+,|p-h+.)) 

(-)' . A ((l,2,..h)*> f (h|m-p + li)) .A([l,2,3,..n]'-'" f (m-hlp-li)| 
Setzen wir in den beiden letzten Gleicliungen li^n, so wird 
158) = A |[n]'>f(m)) 

- A((n)"' f (i|m-p + i)) . A([n-i,n]n-' f (ni-i|p-,}) 

+ A|(n-l,n)'''f(2]m-p + 2)| . A ([n-2, n-l, n]""" f (m-2lp-2)| 

C-)'.A(Cn-p+l,n-p+2,..n)!"f(p|m) . A([n-p,n.p+i,..nJ" f (m-p|o)) 

= A ([.J"f(m)) 

- A ((■)'■' f (l|m-p+i)) . A([i,2]"- f (ni-ijp-,)) 
+ A((i,2)'-'f(2|m-p+2)) . A([i,2,3]"-'f(m-2|p-2)| 

(-)'.A((i,2,s,..p)"'f(p|n.)) . A([l,2 p+ll-fCm-pjo)) 
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Die Gleichungen 144, 146, 148, 150 sind selbst schon specielle 
Fälle von unseren all^meinen Gesetzen 143, 14o, 141, 149; noch spe- 
ciellere sind alle Gesetze von 151 bis 158. Um nnn die bis Jetzt be- 
kannten F&Ue zu erhalten, müssen wir noch weiter herabsteigen und 
die unteren Stellenzahlen gleich werden lassen. 

Aas 144 erhalten wir in diesem Falle 414 der Analysis, ans 
150, wenn wir S:=n setzen, 415 und ans 158 die Gleichung 416 des- 
selben Werkes. 

Aasserdem erhalten wir flir die geordneten Verbindungen mit 
Wiederholungen die folgenden Gesetze: 

. Aus 143 . . 

159) A [i,2,..s-q-i,s+h,..n]'" ^ 

^ A (s+l,S+2,..S + h-i)'"' . A [i,3,...s-q-i, s,...njp* 

- A (S, 8+1, S + h-l)"' . A [l,2,..S-q-l,S-l,..n]'P"" 

+ A (s-i,s, s+h-i)'"' . A [i,2,..s-q-t,s-a,..n]"'-'' 

(-)'.A (s-p+i,s-p + 2,..s + h-i)"* . A [l,2,..s-q-i,s-p,..n]'" 

Aus 145 

160) A [i,a,..s-h-q,8+i,..n}'' = 

=5 A (s-h+2,s-h+8,..s)'*' . A [i,2,..s-h-q,s-h+i,..n]"" 

- A (s-h+i,s-h+2,..s)*'' . A [i,2,...s-h-q, s-h,...n]""' 
+ A (s-h, s + h + i,...8)"' . A [i,2,..s-h-q,s-h-i,..n}'-' 

(-)'.A Cs-h-p+2,S-h-p+8,..8)'" . A [l,2,-.s-h-q,S-h-p+l,..nJ" 

Aas 141 

13 
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161) A [i,2,..s-i,s+h+q,..nj" = 

= A (3,8+1,. .s+h-j)'-' . A [l,2,..«+h-i,s+h+q,..nj'i 

- A (s,8+i,..s+h-i)'" . A [l,2,..«+li, « + h+q,..nJ'-> 
+ A Cs,s+l, ...s+h)'" . A [i,j,..s+h+i,»+h+q,..Bj'-' 

(-)'.A (s,s+i,..a+h+p-2)>" . A [i,2,..s+h+p-i,8+h+<i,..iij" 
Ann 149 

162) A [i,2,..s-h,s+q+i,..i.J" = 

= A (9-h+i,»-h+2,..s-i)'" . A [i,2,..s, « + q+i,..n]"i 

- A (s-h+i, s-b+2 )<■' . A [i,2,..s+i, s+q+i,..nj»-" 

+ A (s-h+i,s-h+2,..a+iy' . A [l,2,..s+2, s+q+i,..nj'-' 

(-)'.A (s-h+I,s-h+2,..« + p-l)l" . A [l,2,..» + p,S+q+l,..llJ« 
Ans 151 

103) A [s+k,s+h + i,..n}'' = 

= A (a+i,s+2,..s+h-i)»' . A [s,»+i,..nj" 
- A (s, s+i, ... s+h-i)'" . A [»-1, g,.,Dj'-" 
+ A (s-i, s, ...s+li-i)'" . A [s->,«-i,..d]""> 



(-)'. A (a-p+i,i-p+2,..s+h-i)"' . A [a-p, »-p+i,..n]"' 
Ana 153 
164) A [i,2,3,..s-i]i" = 

= A (a,a+i,..a+h-2)'" . A [l,2,3,..a+li-jl'' 
- A (a,B+i,..a+li-i)"' . A [i,2,3, . . .a+hJ'-> 
+ A (8,8+1 +h)'" . A [i,2,3,..8+h+i]"-' 



(-)'.A (3,8+1,. .8+h + p-2)"l.A[l,2 s+h+p-ij-) 
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165) = A (i,j,3, .h-iy . A [i,j,3,..li]"' 

- A (l,2,s, . . . Uy . A [i,j,3,..h+lj'-' 
+ A (i,j,3,..li+ir • A [i,J,3,..k+2]"-' 



(-)'.A (i,2,a,..h+p-i)"' . A [1,2,3,. .h+pj" 

Aas 148 

166) A[i,2,..s-l,8+h,..n]"' = A[i,j,..»,s+h,..n]"' 

-- A'".A[i,a,..s+l,8+h,..n]'^""' 
+ A"'. A"*". A [i,2,..s+2,s+h,..n]"" 



(-)'-. A'".A'""...A""-'.A [1,2, 3,. .nj'-'-' 
(-)' . A'".A"*"...A'"'-".A[i,2,3,r.nJ'-» 



Die Gleichang 45 ist noeh einer Umformang t&hig, za welcher 
uns die vorliergelienden Untersachangen die Veranlassung geben. Wir 
ersetzen, vom zweiten Gliede an, alle Verbindungsklassen ohne M'ie- 
derholung, welche das Element A''*^~'' enthalten, durch andere, de- 
nen es fehlt. Dies geschieht mit Hülfe der Gleichung 11; zuerst 
wird ; : •'•.;;■ '■•,', 
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.s-1, s+h,..n)"' f(m)| = 

= A ([s,.ti,..« + h]"> f C»|ni-p)| . A |(i,l,a,..n)»'f(m|p)| 
s+i, . . s+h-ij •" f (i|in-p+i)| . A |(c, 2, .. s+b-2, s+h, . . n)"- " f (iii-i|p-i)| 

A|[s,s + i,..s+h-iJ"f(2)) A((i,j,..!+h-2,ii+h,..ii)»->f(iiM)j 
■'.A([s,s+i,..s + h-ij'f(0) 

A|[s,s+i,..s+h-i]*''f(3)| A |(i,2,..s+li-2,s+h,..n)''"'f(iii-3)) 
".AJ[s,«+i,..s+h-i]'"f(2)j 
■>.A([»,»+i,..»+h-l]''fwi 



+A'." 



+a;" 

+A';* 



A([s,«+i,..»+Ii-i]'"f{3)) 
-'.A([s.s+i,..s+li-i]"'f(2)) 

A([s,»+i,..s+li-i]'"f(4)) 
-'.A([s,i.+l,..s+l.-iJ"f(3)) 

-".A([s,S + l,..8 + ll-lJ-'f{2)) 



A|(i,2,..s+h-2,s+h,..ii)"-"f(m-3)J 
A|(i,2,..s+li-2,»+b,..n)»-"f(in-«)| 



Die Vorzählen können nach 104 znsammengpzogen werden and 
es entsteht 

A ([i,2,..s-l,s+h,..n]" f (m)) = 

= A([3,s+l,..s+hJ" f {o|ni-p)j .A({i,2,3,..n)">f(m|p)| 

- A([s,s+i,..s+h-iJ"f(ilm-p+i)).A|(i,2,..s+h-2,«+h,..n)«-'f(m-ilp-l)| 

+ A([s,8+t,..8+h-2j"f(2|m-p+2)|.A/(i,2,..s+h-2,a+h,..n)'f*fCm-2]p-2)l 

(-)'.A([s,s+l,..s+h-2]"i f(p|ni)).A((i,2,..s-h-2,s+h,..nJ"f(m-p|o)| 
AuC dem vorgezeichneten Wege geht man nnn weiter, zerlegt 
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die anflinglicfaeo Verbindungen nach 11 und fasst die Vorzahlen wie- 
der nach 104 znsammen. Wird A<"^^~*' entrernt, so erhfilt man 
A ((l,2,..8-i,s+h,..n)"'f(m)) = 
= Ä([8,s + i,..s+h]">f(o|m-p)) .Ä((l,2,J,..n)"'f(m|p)) ' 

- A([s,s+i,..s+h-iJ"f(i|m-p+i)).A((i,2,..s+h-2,s+h,..n)''-'f(m-i|p-i)) 
+ A ([s, »+l, . . s+h-2j" f (2 1 m-p+2)| . A ((l, 2, ■ . 8+h-3, s+h, . . n)"-' f (m-2 \ p-2)) 

- A([s,s+l,..s+h-a]"'f(3|m-p+3)|.A((l,2,--s+h-3,s+h,..n)''-"f(ni-3|p-3)) 

+ 

(-)'.A([s,s+i,..8+h-3]i»'f(p|m)).A((i,2,..s+h-3,s+h,..n)'" f (m-p|o)| 

Ganz allgemein ist 
IffT) A ((l,2,..s-i,s+h,..n)'"f(ni)) = 
=A([s,s+i,..s+h]"'f(o|m-p)| .A((i,2,3,..n)<" f(m|p)| 

- A|[3,s+i,..s+h-i]'''f(ilm-p+i}|.A/(i,2,..s+h-2,s+h,..n)'P-''f(m-i]p-i)j 
+ A([s,s+i,..s+h-2]'"'f (2|m-p+2)J.A|(i,2,.-8+b-3,s+h,-.n)"""'f(in-2|p-2)| 

(-)'.A([s,s+i,..s+h-p}"f(plm)).A((i,2,..s+h-p,s+h,..n)-'f(ni-p|o)) 

Ganz auf dieselbe Weise kann man die folgende Gleichung 
finden. 

168) A ((i,2,..s-i,s+h,..nj"f(m)) = 
= A([s-l,s,..8+h-i]'-' f (o|m-p)).A((i,2,3,..n)i»f(m|p)) 

- A ([3,8+1,. ■8+h-i]'"f(i|m-p+i)|.A ((1,2,. .s-i,s+l,..n]"-"fCm-i|p-l)| 
+ A ([8+l,s+2,..s+h-l]'" f(2|in-p+2)j . A ({i,2,..s-i,8+2,..n)"-" f (m-2|p-2)j 

(-)'.A([8+p-l,s+p,..s+b-i]"'f(p|m)).A((l,2,..s-l,s+p,..n)« f Cm-plo)J 
Setzt man in beiden Gleichungen 8 = 8-h+i, so wird aus 161 
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169) A (Cl,2,..»-h,s+i,..n)"'f(in)) = 
= A ([s-h+i, s-k+j, . . s+i}'i f (olm-p)) . A ((i, 2, 3, . . n)'« f (in||i)j 

- A|[*-b+i,s-Ii+2,,.s]'"' f(ilm-p+i)|.A/(l,2,..s-i,s+i,..ny'""fCm-i|p-i)J 
+ A|[s-h+i,s-h+.2,..s-i]'*'f(2]in-p+2)| .A|(i,2,..s-2,s+i,..n)""''fCiii-2lp-2)| 

(-)'.A([s-h+i,s-h+2,..s-p+l]"'f(p|ni)).A((i,2,..s-p,8+i,..n)'" f (m-p|o)) 

Und ans 168 
HO) A ((l,3,..»-h,8+i,..ny«f(n.)) = 
=A([s-h,8-h+i,...r f (o|m-p)).A((l,2,0,..n)'" f(ni|p)) 

- A|[s-h+i,s-h+2,..sJ"f(i|m-p+i)|.A|(i,2,..s-h,s-h+2,..n)i'-'f(in-j|p-i)| 
+ A ([s-h+2, B-h+s, . . sj" f C2lm-p+2)J . A |(i, 2, . . s-h, s-h-fs, .. o)"-' f (m-2lp-2)| 

{-)'. A ([s-li+p, s-h+p+l,. .sP'f (plm)) . A ((1,2, .. s-h, s-h4p+l, ..rtf' f (ni-p|o)) 
Wir gehen zu speciellen FfiUen über und setzen in 167 s := i, so wird 

ni) A ((h+i,h+2,..ny''f(n.)) = 

= a([i,2,3,..1i+i]-' f (o|m-p)) . A((l,2,3,..«)">f (mlp)^ 
- A([i,2,3,..hJ' f (i|m-p+i)j . A((l,2,..h-l,h+i,..n)''->f(m-l|p-l)) 
+ A|[i,2,3,..h-i]'''f(2|m-p+2)| . A|(i,2,..h-2,Ii+i,..n)"— 'f(ni-2lp-2)| 

(-)'.A([i,2,3,..h-p + iI" f (p|m)) . A((i,2,..h-p,h + i,..n)"> f (ni-p|o)) 

In 169 setzen wir s = n and erbalten 
112) A ((1,2,3,. .n-li)"'f(ni)) = 
=A([n-li+i,n-h+2,.,n+i}"f(o|m-p)).A((i,2,3,..n)"'f(m|p)l 

- A([n-h + l,n-h+2,..n]'"f(i|m-p+i)).A((l,2,3,..n-l)'»-'f(m-i|p-l)) 
+ A([n-li+i,n-h+2,.-n-i]<" f (2[in-p+2)J.A((i,2,3,..n-2)'P— 'f(ni-2lp-2)| 

(-)' . A ([n-h+l, n-h+2, . . n-p+i}" f (p I m)) . A ((i, 2, 3, . . n - ff' f (m - p I o)) 
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Lassen wir nun auch die unteren Stellenzahlen gleich werden, 
so wird ans 161 

113) A (i,J,s,..»-i,s+h,..n)"> = 

= A [s, s+i, ...s+h}*' . A (i,2,3,..n)<P' 
- A [s,s+i,..s+t-i]'" . A (i,2,..s+h-2,s+h,..n)"-" 
+ A [s,8 + i,..s+h-2j"' . A (i,2,..s+h-8,8+h,..n)"-" 



(-)'.A [s,s+l,..s+li-p]'" . A (i,2,..s+h-p-i, s+h,..n/" 
Aus 168 

n4) — A [s-1, +h-l]'" . A (l,2,8,..n)<" 

- A [8,s+i,..s+h-i]'" . A (i,2,..s-i,s+i,..n)""* 
+ A [s+i, s+2,,.s+h-i J'' . A (i,2, ..a- 1,8+2,.. n/'"*' 



(-)'.A [s+p-i,8+p,..8+h-ij". A(t,i,..s-i,H+f,..nf" 
Aus 169 
175) A (i,2,..>-h,s+i,..n)»' = 

= A [s-h+i,s-h+2,..s+i]'** . A (i,2,3,..n)<'' 

- A [8-h+i,s-fa+2 sj'' . A Ci,2,..8-i,s+i,i.n)<»-" 

+ A [s-h+i,s-h+2,..s-lj" . A (i,2,..8-2,s+i,..n)"-" 

(-)'.A [a-h+i,s-h+2,..s-p+i]"' . A (i,2,..s-p,8+i,..n)'-> 
Ans 110 
116) = A [«-h,s-h+i,..8]"' . A (i,2,a,..n)'»> 

- A [s-h4.i,8-h+2,.,8]"' . A (i,2,..s-li,s-b+2,..n)»-' 
+ A [8-Ii+3,s-h+»,..sJ" . A (l,2,..B-h,s-h+s,..n)"-" 

(-)'.A [8-h+p,s-h+p+i,..sJ" . A (i,j,..s-k,«-h+p+i,..n)'" 
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Aas 111 

ITJ) A (h+,,h+2,..ii)» = A[i,3,a,..h+i]'-' . A(i,j,3,..n)"' 

- A[i,3 hj' . A(i,2,..h-i,h+i,..n)'»- 

+ A [1,3,3,. .h-l]'"' . A(i,2,..h-2,h+i,..n)''" 



(-)''. A [1,2, 3,.. h-p+ijp' . A(i,2,..h-p,li.fi,..ny''' 
Aos 112 

118) A (i,2.3,..n-h)"i = A[ii-h+i,n-li+2, .n+i]'" . A(i,2 n)"' 

- A [n-h+i,ii-h+2,--n]<" . A(i,2,s,.-n-i)""'' 
+ A[ii-Ii+i,n-h+2,..n-i]''' . A (1,2,3,. ■n-2)"~'* 



(-)'.A[n-hl-i,n-h+2,..n-p+i]'" . A(i,2,3,..n-p)'" 
In diese Reihe von GleieliungeD gehört 411 der Analysis. 

S- 18- 

Ein der Gleichung 56 entsprechendes Gesetz findet sich nach 
bei den gedoppelten Verbindungen mit Wiederholnng. Wenn in jener 
Gleichung bei den Verbindnngsklassen zur Rechten ein Element fehlte, 
so muss hier dasselbe wiederholt werden, und es ist 

119) (n+p) A ([1,2 n]i»'f(in)) = A ([i,i,2,3,4,..n]"' f (m)) 

+ A ([1,2,2,3,4,. .n]"'f(ni)) 
+ A |[l,2,3,S,4,..nI"f(ni)| 

+ 

+ A ([i,j,s,4,..n,n]">f(ni)) 

Flr den Fall der Gleichheit der unteren Stellenzahlen ist 
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182) p.A [1,2,3,. .nj" = A [l,l,2,s,..ii]"-' . A'" 

+ A [i,i,a,3,..ii]"-' . A"' 
+ A [i,a,»,5,..nj'-" . A'" 

+ 

+ A [i,3,»,..ii,iij»-" . A" 

Wir haben för die g^oppelten Verbindungen mit Wiederholung 
ein Gesetz gefunden, welches der Gleichung 58 entspricht; auf gleiche 
Weise ergibt sich nuif such, wenn statt der allein stehenden Elemente 
A,, A.,..A._,^, gesetzt wird, 1 A,, 2 A,, sA,,..(m-p+])A..,^,, ein, der 
Gleichang 60 entsprechendes Gesetz. 

183) m.A ([l,2,a,..n]"'f(m)| = 

= (.|m-p+i).A ([l,l,2,s,..nl'-'f(ni-i|p-i)) . A'.j:.,.. 
. . + (i|ni-p+l).A ([l,2,2,ä,..nj'-'f(ni-ilp-i)| . A'.i-,.. 

+ (i|ni-p+l).A |[l,2,ä n]"-'f(ni-t|p-i)) . A',ii.„. 

+ 

+ (l|ni-p+i).A ([i,2,a,..n,n]"-'f(ni-i|p-i)) . A!;i.„. 

Um mit grSsserer Leichtigkeit die Gesetze 181 and 183 za er- 
kennen, sey n=s, p=3, m=s, so ist 

».A ([..2,.j"f«) = A ([.,i,2,3i"f(4|2)) . a;;! 
+ A ([i,2,2,a]-f(4|2)) . a;;; 

+ A ([i,2,3,3rf(4|2)) . A!!; 

= A([l,l,2.3]"'f(4))-Ai'' + A([l,I,2,3rf(s)).A'." + A([l,l,2,3rfW).Al'' 
+ A([l,2,2,3]'-'f(4)|.A>." + A([l,2,2,3j"f(3)).A'." + A ([l,2,2,3j" f (2)).41-' 
+ A([l,2,3,3P'fwi.A';' + A([l,2,3,8rf(3)).A'."+ A([l,2,3,sJ"f(2)).Ai" 
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+ AV' X AV'.Ai" + 

3 I 

S 1 

AV\Ai" 
3 i 

3 1 

Af.Ai" 

t 1 

1 I 

Ai-'.Ai'> 
« i 

S 1 

A',".Ai" 

2 t 

S 1 

Ai".AV 

s > 

3 1 

AV'.A',» 

1 1 

AS-.Ar 

2 « 

1 t 

AV'.Ai" 

2 t 
S I 

A',".Ai" 
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Ar X Af'.j^- 

3 I 

A1".A<," 

1 I 

AV'.A';' 

AV'.Ai" 

ä i 
A',".Ai" 

3 1 

AV'.Ai" 
t I 

A'/'.Ai" 
« 1 

A, .A^ 
> 1 

Ai".AJ' 
Ai".Ai" 



Af'X AV'.Ai- 
AV'.Ai" 
AV'.AI-' 
AV'.Ai" 
AV'.AV 
AV'.Ai" 
AV'.Ai" 
AV'.AV 
AV'.Ai" 
AV'.Ai" 
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In dieser Entwickelmiif ersebeint Jed« Verbindung ^ni richtig 
dreimal; TerrieliJiehen wir aber Jede Colonne, der Reihe nach, mit 
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I, 2, 3, SO entsteht jede Verbindung fttnfmal. Z. B. das Prodakt 
A'," . AI*' . A/' steht in der ersten Gruppe erster Colonne einmal, in 
der zweiten Gruppe erster Colonne einmal und in der dritten Gruppe 
dritter Colonne dreimal; daher im Ganzen 1^-1+3 = smal; dasselbe 
gilt von jeder andern Verbindung. 

Vervielfachen wir die Gleichung 181 mit a-ß and 183 mit ß, so 
wird, wenn beide durch Zuzählen vereinigt werden, 

184) (a.p + /J{m-p)) . A ([i,2,3,..n}"f(m)) = 

= («+(o|m-p)(s).A([i,i,2.3.4,..n]"->fCm-xIp-i)).A';i:.,*. 
+ (o+(o|m-p)js|.A([i,2,2,3,-*,..n]"-"f(m-ilp-i)).A'.;i_,^. 
+ («+(oIni-p)(!).A ([1,2,8,8,4,. .n|'-'fCm-i|p_i)j.A'.*i.,^. 

+ • . • ■ 

+ («+(o|m-p)j!).A([i,2,s,..n,nJf-" f (m-i|p-i)).A'.^:.p*. 

LSsst man die oberen Stellenzahlen gleich werden, so entsteht 

(.+?ZP/l).A(f(n.)(.,,.,,..))"' = . . A(fCm-.)(..2,,,..))- -'.A, 

+ («+l.C) . A(f(in-a)(i,2,s,. .))"-'.*. 
+ («H-a .C) . A(f(m-3)(i,2,s,. .))"-'. A. 



+ (.+(in-p)/l).A(f(p-i)Cl,a,3,.0)"-'.A..„. 

Die beiden GleicliangeD 61 und 184 fallen mitliin in eine zu- 
sammen oder vereinigen sieb in demselben Gesetze» wenn wir die oberen 
Stellenzahlen in beiden {gleich «nnebmen- 
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S- !»■ 



AVir kehren wieder znr Gleichung 181 zur&ck, vervielfachen sie 
mit p-Ct wenden das Gesetz dieser Gleichan; auf die einzelnen GUe- 
der derselben an und erhalten 

t!l.A ([i,»,3,..n]-"fCm)) = 

= A((,,,rfC2|m-p+2)) . A ([1,1,1,2,3,. .n]"-if(m-3|p-2)) 
+ A((i,2)">f(2|m.p+2)) . A([l,l,2,2,3,..n}'-'f(m-2|p-2)) 

+ A(Cl,3)'-'f(2|lB-p+2)) . A ([1,1,2,3,3,. .n]"->f(lll-2|p-2)) 

+ 

+ A({a,n)">f(2|m-p+2)) . A ([1,2,3,. .ii,n,nJ'->f(m-2|p-2)) 
Die Wiederholung dieses GeschfiAes lübrt zuletzt zur Gleichung 

= A((i.,i...i.rfO'H-P+»')) . A([i..i...u.i,2,3...n3"-''f(m-hlp-h)) 
+ A((i.,l...U...2rf(hI"-P+»')) . A([i.,i,..i,..,2.2.s,..n?-''f(in-h|p-h)) 
+ A((i.,i,..u_.,8rfCh|ni-p+h)j . A([i.,x,..u...2,3,3,..n]"-^'fCm-h|p-h)) 

+ 

+ A((n.,n,..n,f' f(h|m-p+h)) . A j[i,2,3,..n,n.,„ny]"-"f(m-hlp-h)| 

Wir haben in dieser Gleichung wieder* ein eigenthQmliches Ge- 
setz, welches dem der Gleichung 63 entspricht. Die ursprünglichen 
Verbindungsldassen haben Elemente aufgenommen und werden mit nenen 
Verbindangsklassoi aus den aufgenommenen Elementen vervieUächt. WSh- 
rend nun, in den nenen Verbindnngsklassen, die oberen Stellenzahlen ge- 
ordnete Verbindungen ohne Wiederholungen bilden, wechseln die Elemente 
der einzelnen Klassen selbst nach dem Gesetze der geordneten Verbin- 
dungen mit Wiederholungen. Analog, der in 63 eingeführten Bezeieh- 
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nnng, wiederholen wir auch hier die erste Klammer, so das« das obige 
Gesetz auch ausgedracki werden kann durch 

= A ([(!., i...i^''f(h[m-p+h)) . A([[i.,i,..i,.i,2,..nJ'-»f (m-hlq-h)) 

Werden hierin die oberen Stellenzahlen gleich, so werden alle 

Horizontalreihen gleich, deren Anzahl := — q^. Jede Horizontalreihe ist 

ausserdem gleich oft vorhanden, nSmlich ^ _[^^ — mal. Es ist mithin 

l^.?;.A(fW(,,. ))-.= 

= 5||; . ^iS^.A(fCh|m-p+h)(,,a,,,..))-«.A(f(m-h|p-h)(,,,,a,..))»-" 
= ^-^ • A(f(l.|ni-p+h)(,,2,,,..))»>.A(f(n,-l,|p-h)(i,i,.,..))"-" 
oder 

A(f(ni)(i,2.8,..))'" = A(fCblm-p+h)(i,2.3...))'". A(f(m-h!p-h)Ci,2,s,..))"-" 
Hier erhalten wir wieder die Gleichung 64 und wir finden: Die 
verschiedenen Gesetze 63 und 185 vereinigen sich zu einem einzigen, 
wenn wir die oberen Stellenzahlen gleich werden lassen. 

Zu einem andern speciellen Falte gelangen wir, wenn wir die 
unteren Stellenzahlen gleich annehmen. Es wird alsdann 
186) p!J!1.A[i,2,s,..d}'> = A'".Ä<"...A"'.A[i.,i,..u, 1,2,3,. .n}'-"' 

+ A'-\A'"...A'".A[i.,i,..i^.,,i,2,2,a,..n]"-'-' 
+ A*".A'"...A>".A[i,,i,--U-.,i,2.a,s..-n]"-^» 



+ A<-'.A'"...A'"'.A [1,2,3,. .n,n.,..nj'-^' 
Die grosse Uebereinstimmung dieser Untersaebung mit der des 
'5. 6 erlaubt uns Mos anznflihren, dass, so wie wir aus 181 die Glei- 
chung 185 hergeleitet haben, wir auch aus 183 die folgende erhalten: 
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189) n.A ([i,2,s,..n}"f(m)) = 

= A ((.r f (»|n.-p)) . A ([,,.,2,j,.;nl"f(m|p)) 
+ A ((2)"' f Co|ni-p)j . A ([i,2,2,3,..n]''f(iii|p)) 
+ A ((3)"' f (o|m-p)) . A j[.,2,3,3,..nj"f(n,|p)) 

+ 

+ *"((»)'•' f (»Im-P)) ■ A ([<,2,3,..D,ii]"f(m|p)) 

- A ((irf(l|"«-P + ')) • A ([l,l,2,3,..np-'f(m-i|p-i)) 

- A ((3rfCllni-p + i)j . A ([i,2,2,3,..n]"-'f(ni-i|p-.)) 

- A ((3r'fCl|m-p+l)) . A ([i,2,3,3,..iij'->f(ni-i|p-i)| 

- A ((ny'f(l|m-r+i)) . A ([i,j n,nj'-' f(ni-i|p-i)) 

Diese Gleichung* vervielfachen vrir mit n+i and ersetzen die 
einzelnen Glieder, nach demselben Gesetze , durch andere , die wie- 
der ein Element mehr enthalten. Die neuen Verbindungen , welche 
entstehen, sind die gedoppelten Verbindungen ohne Wiederholungen 
aus den Elementen, Welche in die anfiinglichen Verbindungen erst auf- 
genommen oder in ihnen wiederholt wurden. Man erh&lt 

2;!;A([i,3,3,..D]-'fH) = 

= A ((LirfC»!"--?)) • A ([■■l,l,2.s,..nj"f(m|p)| 
+ A ((i,2rfCo|ii-P)) . A ([l,l,2,2,3,..n]">f(m|p)) 
+ A ((1,3)'-' f(o|m-p)j . A ([1,1.2,8,3,. .n}"f(m|p)) 

+ 

+ A ((D,nrf(o|m-p)) . A ([l,2 li,ii,n]'" f (in|p)) 

- A ((l,.)<"f(l|in-p+l)) . A ([i,l,.,2,3,..Dj'-'f(m-,|p-,)) 

- A ((l,J)'"f(i|"'-P+>)) • A ([1,1,2,2,3... n]""'f(m-i|p-i)| 

- A ((n,n)'"f(,|iii-p+,)) . A ([l,2,»,..ll,B,ll]"-'f(m-lIp-i)) 

Digitized by VjOOQ I C 
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1*1) ^ • * ii,2,3,-Bj" = A [(i„i,..i.>-' . A n:i..i,..i.,i,2,s,..iii" 

- A [(i„l,..li)"' . A [[i.,i,..ii,i,2,5,..n]"-' 
+ A [(l.,!,..!.)"' . A [[l„i,..u,i,2,3,..nj'-" 



H'.A [(..,i,..i.)'" . A |Il„i,..u,i,2,a,..Dj'-" 

>Vir wollen Jetzt die Gleichung 183 mit 189 durch AbzSblen 
verbinden. Es entsteht 

= A ((irfColni-P)) ■ A ([i.i,2,8,..n}P'f(mIp)) 

- (2|m-p+j) A (Cir f(»l>n-p+»)) . A ([i,i,2,8,..n]<^-"((m-i|p-i)) 

+ A ((2rfCo|m-p)) . A ([i,2,2,s...n]''>f(n.lp)) 

- (i|m-p+2) A ((2)"'f(i|in-p+i)) , A ([1,2,2,3,. .n|'-*>fCm-ilp-0) 

+ 

+ A (CnrfColm-p)) . A ([i,2,8,..ii,n}"f m|p)) 

- (2lni-p+») A (Cnrfaim-p+i)) . A ([i,2.a,..n,iij'-'f(m-i|p-i)) 

Diese Gleichang vervielfachen wir mit n + j, ersetzen sodann die 
Glieder derselben nach dem Gesetze 189 durch andere Verhindangs- 
klassen, welche ein Element mehr enthalten, nnd messen durch 2. 
Die Vorzahlen vereinigen sich zu neuen Verbindangen, deren obere 
Stellenzahlen nnr ans jenen Zahlen gebildet werden dürfen, Welche erst 
In die anfiinglichen Klassen aufgenommen worden sind, nnd ihre Za- 
•ammenstelluug erfolgt nach dem Gesetze der geordneten Verbindungen 
ohne Wiederholang. Es wird, wenn wir för den Wechsel der Elemente 
unser früheres ZShIen wieder benutzen 
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192) (.-!^,!.) i)!; . A([.,j,3,..nr f(m)) = 

= (.+(o|in-p)(l).A([(i ij'-i f(o|ni-p)).A([[i.,l,..l»,t,2,..nJ" f (m|p)) 

- («+ (l|m-p+j)/)).4 j[(i., 1,.. ,0'" f (ilm-p+i)) . A ([[i„ i,..iu i,2,..n]"- ■fCni-i|p-i)) 
+ («+(2|ni-p+2)(!).A([(i lO'-'f(2;ni-p+2)).A([[l„l,..li,l,2,..n]"-'fCin-i|p-2)) 

(-)'.(.+(li|m-p+h)|»).A([(.., l,.- u)"TCk|>n-p+b))A([[i.,i,..i„ .,2,..nJ'-"f(in-h|p-li)) 

Die Gleichaog IS entspricht der Gleicliang 28. Eben so ent- 
ipricht 192 der Gleichung 134. Es gibt noch zwei andere Gesetze, 
welche denen in « und 116 entsprechen, sie sind 

193) (.-!l^„)!;;A((.,2,3,..n)-fW) = 

= (.+(o|m-p)|^A([[i,,,..,0-f(„|m-p)).A(|:(., !,..,„ ,,2,. .n)>'>f(m|p)) 
-(.+(t|ni-p+,)^)A(n;i,t,..iJ-if(.]in.p+i)).A([(i,,,..H,,,2,..n)"-'f(ni-i|p-i)) 
+ («+(2|m-p+2)j^A(iIl,l,..lJ"f(2|m-p+2)).A([(i,i,..i„i,2,..n)"-f{m-2lp-2)) 

(-)'.(«+(h|ni-p4.h)j))A([[i,,,..iJ"f(h|m-p+h)).A(t{i,i,..i.,i,2,..n)'-'T(m-h|p-h)) 
und 

194) (. + HJ1(,)?2!1 A([.,2,a,..n]'"fW) = 

= (»+(»|m-p)/»)A|([i,2,..hJ"f(o|m-p)).A(([h+l.h+2,..nJ"f(ni|p)J 

+ (»+Ci|m-p+i);j)A(Cl,2,..hJ"f(i;ni-p+i)).A(([h+i,h+2,..nJ'-'>f(ni.i|p-i)j 

+ (.+(2|ni-p+2)^A(([i,2,..h]-'f(2|in-p+2)).A|([h+i,h+2,..n]" ->f(n.-2|p-2)| 

■*■ 

+ («+(h|m-p+h)())A(([l,2,..h]'"f(h|m-p+h)).A({(Tn-i,h+2,..nj"-"f(m-hp-h)| 

Lassen wir in diesen vier Gleichungen die unteren Stellen- 
lahlen gleich werden, so werden die Glieder irgend einer Horizontal- 
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196) (.-EJl(().?|!:.A[.,J,>,..nr = 

= „ . A [(i,i,..l.y' . A [[i,l,..u,l,3,..nl'' 

- («+i.|)) . A [(1,1... ij" . A [[i,i,..i„i,2,..nj'-" 

+ {'+i.i) ■ A [(1,1... u)'" • A [[.,i,..i„i,2,..»J'-' 



(-)'.(« + Ii.;,) . A [(i.l,..i.)'" . A [i;„i,-u,i,J,..n]"-" 
Aui 193 

191) («-S^-C) • ^ • A (i,J,3,..ii)" = 

= a . A [[i,i,..uf' . A [Ci,l,..u,l,2,..ny" 
- (« + t.(») . A [[1,1.. .l.I" . A [(i,i,..i„i,2,..d7'-' 
+ j.+J./j) . A [[1,1,. .ij" . A [(i,.,..i„i,2,..n)"- 

(-)'.(.+h.|») . A [[1,1,.. u]-" . A [(i,i,..i„i,2,..i.)-'-" 
Aus 194 
198) (.+til|l) . ^ . A [.,2,.,..nJ" = 

= • . A ([l,2,s,..li]"' . A {[h+i,li + 3,..nj" 

+ ("+>•(') • * ([l. 2. '.••■']" • A {[h+i,h + 2,..n]"-' 
+ («+2.(l) . A ([i,2,a,..hl" . A ([h+i,h+2,..iij'-' 

+ 

+ (K+h./jj . A (ri,2,3,..li]"' . A ([h+i,h+2,..n]"-" 

Diese Gleiebnngen, welelie, nach der einmal anj^egebenen Me- 
thode, leiclit aus nnsern früheren Gesetzen hergeleitet werden kfinuen, 
lassen vermuthen, dass, wie bei vielen früheren Gleichungen, auch hier 
ein Wechsel der Elemente eintreten kann. Wir übergeben diesen Gegen* 
stand, um eine Schrift nicht zu sehr auszudehnen, welche blos bezweckt, 
zu Untersuchungen über die allgemeinsten Verbindungen anzuregen. 
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Unsere Untersnchnngen fiber die gedoppelten Verbindan|;en mit 
Wiederholung haben uns zu Wahrheiten gefiihrt, von denen bis Jetzt 
nur sehr spetrielle Fülle bekannt waren, welche wir auch Jederzeit an- 
geführt. Ausserdem haben wir aber auch noch viele andere Gesetze 
gefunden, die bisher gänzlich anbekannt waren. Von der folgenden Un- 
tersuchung findet man bei den Mathematikern ebenfalls noch keine 
Spur. 

Wir lassen in dem Folgenden die unteren Stcllenzahlen unserer 
Elemente Beschränkungen erfahren, and suchen zuerst die Verbindun- 
gen mit unbeschränkten unteren Stellenzahlen dnrch andere darzustel- 
len, in welchen bestimmte untere Zahlen auagescblossen sind. 

Die Ausdehnung, welche wir dieser Schrift zu geben beabsich- 
tigten, erlaubt uns nicht, eine ausßihrliche Darstellung des Gegenstan- 
des hier zu geben. Wir begnügen uns mit der Angabe, dass die IJn- 
tm'suchung auf gleiche Weise wie die des §. S geflihrt werden kann, 
und dass man zuletzt zu nachstehendem Gesetze gelangt: 

199) A ([i,j,3,..n]»'f(m)) = 

=,A([(»rfW(')) . A([[r,j,3,..ii]"'f(ii.)(i,2,..i-r,s+i,..)) 

+ A([(irfWW) . A j[[r,l,J,.,..Bj'-f(m-.)(,,2 1,5+1,..)) 

+ A([(i,irf(M)(>)|. A(ö:«,l,1.2.J,..n]»-'f(m-2.)(,,2,..s-,,.+ ,,..)| 

+ 

. Diese Reihe bricht ah, wenn m-qs =i o oder einer negativen 
Grosse gleich wird. Um die Bedeutung dieser Gleichung richtig auf- 
.luiässen, sey nsis, p^4, nl=sT und 8 = i, alsdann ist 

la 
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A ([i,j,.r fco) = A ([..».arfdjc^.»..-)) 

+ A ([«'■' f (0(1)) • A (ii.,i,2,3rf(«)(2,»-)) 
+ A ([(i,irf(5)(o)- A ([[■,...,j,»rf (»)(2.»..o) 

+ A ([(.,i.i)'"f (»)(■))• A ([[.,.,l.l,2,»]'"f(4)(2.a,..)) 
Das erste Glied ist = o, da bei ansgescblossenem A, ans A,.A, 
u. s. w. zn vier Elementen keine Verbindan^en zur Summe i gebildet 
werden kennen* daher 

A ([•,»,jrf(')) = A ((«r f(>)(o) • A ([t,t,2,3r'f(6)(2,3,..)) 

+ A ((2)-'f(i)(i)) . A {[1,1.1,3}" H') (','•■■)) 

+ A ((3)<-f(0(l)) • A ([l,=.3,3j"f(»)(2,3,..)) 

+ A ((l,irf(j)(0) • A ([l,I.l,2,3j-'f(5)(l,,,..)) 

+ A ((..»rf (3)(1)) . A ([.,1.2,J,3]<"f(3)(j,.,..)) 

+ A ((LSrf (»)(!)) ■ A ([.■l,2.3,3j'>f(i)(2,,,.0) 

+ A ((2,2rf(2)(l)) • A ([..2,2,2,.rf(5)(2,J,..)) 

+ A ((2,3r>f(3)(l)) . A ([l,2,2,3,3rf(»)(3.3,.0) 

+ A ((3,3rf(2)(l)) . A j[l,2..,3,srf (»)(2.3,-)) 

+ A ((l,«,ir'f(3)(.)) . A ([l,.,l,l,2,3l"fC4)(2,3,..)) 

+ A ((.,I,2rf(s)(l)) . A ([l,I,l,2,2,3]'"f(4)(2,,,..)) 

+ A ((l,.,3rf(3)(l)) . A ([l,H,2.S,3rf(4)(2,.,..)) 

+ A ((■,2,2rf(»)(i)) . A ([..I,2,2.2.3j-f(4)(2,,...)) 

+ A ((l,2.3rf(3)(l)) . A ([i,l,2.2,3,3r'f(l)(2.fc..)) 

+ A ((l,3,3)™f(3)(l)) . A ([l.l,2.3,3,3rf(4){2,3,..)) 

+ A ((2,J,2rf(3)(l)) . A ([l,2,2.2,2,ar'f(4)(2.3,..)) 

+ A ((2,2,»rf(3)Cl)) . A ([l,2,2.2,S,.r'f(4)(2,S,.0) 

+ A ((2,3,.rf(3)(l)) . A ([..2,2,3,3,3r f(4)(«,3,..)) 

+ A ({3.3,3r'f(.){l)) . A |[l,J,S,»,3,a]>"f(4)(2,.„.)) 
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> 


<AS-'.A'.-'.A';' + A'."> 


<A'.' 


• A'.- 


.AV + A',"> 


<AV.AV.AV 




a;''.a';'.av' 


A'; 


• A'.' 


■ AV 


AV. AV. AV 




A'.".A'.".A'.-' 


A-; 


■ AV 


• AV 


AV. AV'.AV 




A',"-A'.''.A'." 


AI' 


.AV 


. AV 


AV'.AV.AV 




A'.'>.A';>.AV' 


A'.- 


• AV 


. AV 


AV'.AV. AV 




A'.->.A';'.A'." 


A'; 


.AV 


.AV 


a;".av.av 




A'.".Ai''.A;" 


A'.- 


.AV 


• AV 


AV.AV^AV 




A'.".A'.-'.A'." 


A'.' 


. AV 


• AV 


AV'.AV.AV 




a'.".a';'.a;" 


A'/ 


• AV 


.AV 


AV.AV.AV 




AV'.A'.".A1" 


A'; 


.AV 


• AV 


AV'.AV.AV 




AV'.A'.-'.A'." 


A'; 


.AV 


. AV 


AV'.AV.AV 




A'.".A'.-'.A'." 


A'.' 


.AV 


■ AV 


AV'.AV.AV 




av'.a'.-'.a;" 


A'/ 


•AV 


• AV 


AV.AV.AV 




a;".a';'.av' 


AV 


.AV 


. AV 


AV.AV.AV 




A'.".A'.-'.A'." 


A'; 


.AV 


.AV 


AV.AV.AV 




a'.".a;".a'." 


A'.- 


• AV 


. AV 


AV.AV.AV 




A'.".A'.".AV' 


A'; 


.AV 


. AV 


AV.AV.AV 




A".".A'.-'.A'." 


A<; 


.AV 


•AV 


AV.AV.AV 




A!".A'.".A'." 


AV 


.AV 


• AV 


AV.AV.AV 




A'.'>.A1".A!" 


AS' 


.AV 


• AV 


AV'.AV.AV 



!«• 
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+ AV'.AV'.i^AS'.AV! + AV'.Ai-'XAS'.AV + AV'.A1"X A'," 

3 

AS' 

J 

A," 

AV' 
j 

\';> 

AV' 

3 

A'3- 

3 

AV 



AV'.AV 
AJ'.Ai" 

3 7 

AV'.Ai" 

3 2 

3 2 

AV'.A," 

3 1 

AV'.Ai" 

1 3 

Ai , Aj' 

3 : 

AV'.Ai" 

3 I 

Ai-.Ai' 

l t 

Aj .Aj 

S 2 

Al,'>.A'^> 

3 Z 

AV.AV 

1 3 

Ai-.Ai" 

3 i 

AV'.A'," 



A'j'.AV 

3 1 

AV'.A'j" 

3 t 

AV'.A';' 

3 1 

Ai'.Ai" 

3 t 

A';\A'j" 

3 t 

AV'.A';' 

3 : 

AV'.A';' 

3 3 

Al.l A(» 
S '^1 

3 Z 

AV'.AV 

3 i 

AV'.AV 

3 1 

A';'.AV 

3 2 

AV'.AV 

3 3 

AV.Ai" 

3 1 

AV'.A'V 



-AV 

3 

.AV 

3 

.AV 

3 

• AV 

t 

•AV 

I 

.AV 

3 

•AV 

2 

.AV 

3 

•AV 
AV 

3 

AV 
AV 

3 

AV 

3 

AV 

3 

AV 
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+ A;".AV'.A;'> . ( A';' + A';' + A';' + A';' + A>;> + A;" 

+ AV'.AV'.A;-' . ( Al'i + AV + AV + Ai" + Ai" + A« 

+ A';'.A'.".A'," . ( Ai" + k':< + AI" + AV + A;" + A™ 

+ A'.".A'.".A'." . ( Ai" + Ai" + Ai" + Ai" + Ai" + Ai" 

+ Ai".A;".Ai" . ( AV + Ai" + AV + AV + Ai" + Ai" 

+ AV.AV.AV . ( Ai" + AV + Ai" + Ai" + Ai" + Ai" ] 

+ A;".A'".A;" . ( Ai" + Ai" + AV + Ai" + Ai" + Ai" 

+ a;".a;".av . ( AV + Ai" + Ai" + Ai" + Ai" + AV 

+ AV.A;".AV . ( AV + AV + Ai" + AV + AV + AV 

+ AV.AV.AV . ( AV + Ai" + Ai" + AI" + AV + Ai" 

Wir wollen Jetzt annehmen , es seyen in 199 die oberen Stellen- 
zalilen gleich , so entsteht 



die 2te 
die 3te 



n'i' (n+i)'-" 
n'l~' (n+2)'" 



■ i'i' ■ 
_ p' ' 



mal, 
— mal n. s. w. 



wird durch denselben gemessen, so bleibt 

A (f(nO (1,2,3,..))'^' = ^.CAO-.A (f(m)(i,2,..s-i,8 + i,..))'" 

+ ^.(A.)*.A (f(m-s) Ci.2,..8-l,8+i,..))<'-> 
+ ^-(Ä-y-A (f(m-2s) Ci.2,..s-i,s+i,..))"-^ 



Hier erhalten wir also wieder, und zwar auf ganz anderem Wege, 
die äleichang 80, und wir sehen, wie die verschiedenen Gesetze T9 und 
199 im Falle der Gleichheit der oberen Stellenzahlen sich in ein ein- 
ziges Gesetz 80 vereinigen. 
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202) A ([1,2,3,. .»J''f(B>)) = A([i,j,>,..nI''f(nO(»+i,s+2,..)) 
+ A([(irf (i|«)('.2—»))-*([I'' >■"•»••■■>]""" f("'-'l"»-s)C»+».»+2-0) 
+A([(l,iy' f (j|is)(.,2,..»)) .a([Ii,i,i,j,3,..ii]"-' f (ni-2|m-ss)(8+i,s+!,-)) 
+ A([(i, 1, t)'" f C3l3»)(l,I,..«)) . A ([[l, 1, 1, l,3,s,..nj'-"f(iii-a | iii-3s)(s+i, »+2,..)) 
+ 

Hier sind also die ersten a Elemente in den anfänglichen Ver- 
bindnngsklassen ausgeschlossen. Lassen wir in den drei letzten Glei- 
chungen die oberen Stellenzahlen gleich werden, so erhalten wir aas 
ihnen wieder die Gesetze 85, 86 und 81. 



S- 22. 

Es bleibt uns nun noch Übrig, die Frage za beantworten: Wie 
kSnnen die gedoppelten Verbindungen mit Wiederhohing mit bescbrSnk- 
ten unteren Steilenzahten durch dieselben Verbindungen dargestellt wer- 
den, welche keinen BesehrSnkungen unterworfen sind. Wir ziehen ans 
der Gleichung 190 die folgende. 

A([i,2,3,..nJ"f(m)(i,2,..s-i.s + i,..)| = A ([i,2,s,..n]'>-' f (m)) 

- AJCCir ((»)(«)) • A([[M,2,3,..np-' f (ni-s) Ci,2,..s-i, s+i,..)) 

- A([(l,irfC2S)(s)j . A([i:i,l,1.2.S,..n}r-'f(m-28)Cl,2,.. 8-1,8+1,. .)j 



Nach diesem Gesetze bilden wir mehrere Gleichungen, aus de- 
ren Vereinigung wir erhalten 
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A(Kirf(«)(»)).A([[l,l,J,a,..nJ'->f(m-s)(i,j,...-i, »+!,..)) = 
= A([(irf (.)(.)) .A([[l.t,2,»,..n]"->f(m-,)) 
-2.A([(i,ir'fC2»)(3)) .A(n:i,l,i,J,3,..n]"-'f(m-2s)(i,z,..»-i,s+i,..)) 
-j.A([(i,t,0"f(»s)(s)).A|[[i,l,l,l,2,s,..ii]"-"f(m-a»)(i,z,..s-i,s+i,..)) 

Die Vcrbinilung von dieser Gleichung; mit der TorhergeheDden 
gibt uns 
A ([1,2,3,. .n]"f (in) (i,s,..»-i,s+i,..)) = A ([1,2,3,. .njwffm)) 

- A([(l)"fW(s)) .A([[,,i,2,3,..n]'-f(n.-s)) 

+ l.A([(l,t)"'f{2«)(5)) .A([[i, 1,1,2,3,. .nJ'-'f(m-2»)Cl,2,..s-l,> + i,..)) 
+ 2.A([Cl,l,l)"'f{3»)(»)).A([[l,l,l,l,2,3,..nJ'-"f(m-ssXl,2,..B-l,»+l,..)) 

+ 

Wird auf gleiclie Weise das dritte Glied dieser Gleieliaog ent- 
fernt, so entsteht 
A([l,2,3,..nJ''f(m)(i,2,..s-i,s+i,..)) = A ([1,2,3,. -nj" f(ni)) 

- A ([(1)'" f (s) (s)) . A ([[1, l,2,a,..nl'-' f (m-s)) 

+ A([(i,iy'f(2s)Cs)) .A([[i,l,l,2,3,..n]"-'f (01-2S)) 

- i.A ([(1,1, l>"f(3S){s)).A([[ 1,1,1,1, 2,3,. .n]"-"f(ni-3s)(l, 2,. .s-i,s+i,.,)j 

- 3. A([(l,l,l,irf(<s)Cs)).A([[i, 1,1,1,1, 2,3,. .n}".-'f(m-4s)(i,2,..s-i,s+i,..)) 

Ganz allgemein erhält man 
203) A([i,2,3,..nJ"f{m)(i,2,..s-i,s+l,..)) = A([i,2,3,..nJ"f(ra)) 

- A ([(■)'•> f(s)(s)) . A ([[1,1,2,3,. .nJ'-'fCm-s)) 
+ A([(l,l)"f(2s) (s)) . A([[l,l,l,2.3,..nJ'--'f(m-2s}) 

- A([{i,l,l)="f(3s)(s)) . A([[l,i,l,l,2,3,..nJ'-' f(ni-3s)) 



n 
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Im Falle, wo die oberen Stellenzahlen gleich werden, erhalten 
wir hieraus wieder die Gleichung 90, ist alsdann noch s = i , die Glei- 
chung 91. 

Der Gang der Untersuchung zeigt sich hier derselbe, wie in §' 10, 
wir f&hren desswegen bloss das Resultat an, zu welchem wir gelangen. 

Sind alle unteren Stellenzahlen s, fl+i,..s.f-q-i ausgeschlossen, 
so ist 

204) A([l,I,»,..nJ"f(ni)(i,j,..s-i,s + q,..)) = Ä ([l,J,j,..n]"'f (m)) 
-A([(l)'"fW«+q-l)(s,«+l,..s+,-i)).*([[.,i,2,3,..n]'i-'f(m-s|m-s-,+i)) 
+ A([Ci,l)"f(2s|2s+jq-2)(s,s+I,..s+q-i)).A([[l,l,l,2,s,..n]"-'f(m-2s|ni-2s-2ii+2)) 

- A|[(l,l,l)"fC»»l>ä+3il-»)(s.'+l.-'+q-l))-*([[<.l.>.".2>».-n]"'"f(ni-as]m-ss-3q+j)j 

+ 

Fehlen die höchsten Elemente von s an , dieses eingeschlossen, 
so wird hieraus 

205) A([i,l,»,..n]"' f(m) (1,2,3,. .s-l))= A([l,2 nj"f(m)) 

-A ([(.)'■' fC'l-n-P+O («."+■.••)) .A([[l,l,2,s,..n]"-'f(m-slp-i)) 
+ A([(l,i)""f(2>|m-p+2)(s,s+i,..)) .A([[i,i,l,2,3,..n]"-'f(m-2s|p-j)] 

- a|[(i, l,l)'"f(3slm-p+8)(s,s + i,..)|. A ([[1,1,1,1,2, 3,.. n]'r-"f(m-88lp-s)l 
+ 

Ist aber in 204 s ^ 1 und q = s , so ist 

206) A([i,2,a,..nJ"f(m)(s+i,s+2,..)) = A ([1,2,3,. nj» f(m)) 

- A([(l)'"f(i|>)(>.2.--»)) . A([[i,i,2,3,..nJ'- f (m-i|m-s)) 
+ A ([(1,1)'" f (2|28) (1,2,.. s)| . A ([[1, 1,1,2,3,. .nj'-"f(m-2|m-js)j 

- A([(l,i,i)"'f(3|3s)(l,2,..8)) . A ([[1,1,1, 1,2,3,. .nj'-'f(m-3|m-3s)) 
+ 

Lassen wir in den drei letzten Gleichungen die oberen Stellenzah- 
len gleich werden, s« entstehen aus ihnen wieder die Gesetze 93, 91, 98. 
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Snmiuirt man diese Reihe, so entsteht 
208) (f(m) (1.2,».. .))='> =^^ 

Aur diese Weise gelangt man zuletzt aar Gleichung . 
20») (fW (.,.,3,..))"> = ^""-It-T"" 

Ist Z.B. m = t und p=.4, so ist 

(f(T) (1.2,8.,.))'" == 1.1.1.4 = m 
1.1.3.S 
l.I.S.S 
1.1.4.1 
1.3. l.S 
1.2.3.3 
1.3.3.1 
l.a.1.2 
l.S. 2.1 
1.4.1.1 
2.1.1.3 
3. 1.2.3 
3.1.3.1 
2.3.1.3 
2.2.2. 1 
2.3.1.1 
3.1.1.3 
3.1.2.1 
3.3.1.1. 
4.1.1.1 



Nach 209 ist aher aach 

(f(T) (1,2,3,..))' 



;,, (l-4+l)"*"''' *'i' 4-3-«-T.8.t . 10 

— ,..4..|. TT^ ~" 1.2.3.4.5. «."l" 



= 4.3.10 =: 130 
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Und ganz allg^emein 

215) (fw(g:. ?;.?-...))?'■ = (!=2Pt^^rl 

S- 28- 
. Es sey A, = a+i.h, A, := A+2.h, A, = a-t-a.h,.. so ist 
|f(m) (a+i.h, a+2.h,. .))'■> = (a+i.h) (a 4-(m-i) li) 
(a+2.h) (a + (m-2)h) 
(a+a.h) (a + (m-3)h) 



(a + (m-0li) (a + l.b) 
= a' + i.a.h + (m-i) a.k + i.(m- i).h* 
«» + 2.a.h + (m-2)a.h + 2.(m-2).b' 
a' + s.a.h ■{■ (m-3)a.h + 3.(ni-3).h' 

a» + (m-Da.h + i.a.h + (m-i).i.Ii* 
daher 

216) (f(m)(a+i.h,a+i. !!,..))'•' = 

= (■"-■)•'• •• + i!i . ö?--'il; ..h + ?:'- . t^-JJl . h- 

Fflr p SS 8 ist nun, nach 21 
(f(m) (a+i.h,a+j.h,..))'" = 

= ((?^ a- + ?t; . i^,^l a.h +^ . (■^-?11- . h') . (.+ ,.h) 
+ (Ö^ a' +ill . ^J^^ a.h +4;; . (i?jl?£ . !■•) . Ca+,.h) 

+ ('■^-r^ •• + ^ • '^ ••"■ +^ • Öl^.^' • ".•) . (a+..b) 
+ .■•■■■••• 
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+ ((m-2).-|.+ (m-a).i+ (m-4).i+..+ ..?1=?) . .'.h 

(!*'' 2"'" 3*'* (m-2y'"\ . , 

FF + FF +T:F+--+ S^)- =••■■ 

+ ((«-')-^ + (">-3)-?-;i;.+ (n.-4).?;;;+..+ ij?i;,C).2..v 

+ ((«-') • S + (■-') • w + (■"-•') S + • ■ + •■^1^^) • '■' 

Werden diese Reiben sammirt, ao erhält man 

211) (f(m)(«+i.Ii.«+2.h,. .))'" = 

3-1-' (m-ay ^. 3-I- (m-^y ..^^. a"- (m-ayi- ^.^. a"- (m-a)'!- 

Und ^anz all^mein ist 
218) (f(,i.)(. + t,.+3.h,..))"' = f^,^ . '-!!!^£1' . .'.h- 

+ £!!:: ■ ("'-i'+')"' ...-.h' 

^ ,.,. „..1. 

+ 

T^ 1Pl> ■••-iti • « .« 
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S- 21. 

Setzen wir in 218 a = s and li = i , so wird 
219) (f(in)(.+ .,.+j,s+3,..))« = ^ 



P-- 


Cm-p+i)'-l' 




l-l. 


ir-'i- 




El: 
i-i- 


(m-p+_ir 


. s"*- 


p'i- 


(o.-p+0'^'" 




i'i- 


II.*.,. 




p..-. 


(m-p + i)'"- 


■ 
_. s* 



Der vorstehende Ausdruck ist von dem in 98 verschieden. Hier 
zählen wir bei der BHdang der Summe die Elemente 8-t>i,s+3,8-f.3,-- 
als ites, 2tes, stes,,, und dort nach ihrem wahren Werthe als s + itea, 
s+stes, s+stes... Um nun 219 mit 98 gleichbedeutend zu machen, 
setzen wir auf der rechten Seite m ^ ni— ps, so ist 

220) (,-(,„) (,+ u,+,,»+,,..))"> = ^,; . (-"-P^-P^-)'-" . 
£'_;; (m-ps-li+l)'-' 

p1' (m-ps-p-l-i)'"''' 
^ -,.|'" • ii—P • 

+ • . - , 



P^ (m-ps-p+i)''-'' 
Es sey s==3, ni=:=fs, p = 4, so ist 
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(f(..) (4,S..,..)|" = 



= 




4.5.. ,, 
1.3.3 


+ 


4 
1 


1.2.3.4 


+ 


4.S " 
1.2 


4.S.II.T.8 ,. 
1.2.3.4.$ * 


+ 


4.8.3 

i.s.a 


4.5.ff.T.B.ff , 


1.3.3.4.3.6 


+ 


4.3.2.1 


4. 5. «.1.8. 9. 10 



1.3.3.4.S.S.T 
s^ 1630 + 3T80 + 3034 + 1003 + 13« 
<= »533 

Es ist aber anch 

(fCi.) (<.».•.•■))'" = *■*■*■■• • ^^ = "« = 

1.2.3.4 
+ 4.4.4.6 . ^YlTl + »WO 



Die Gleichung 220 zeigt rma, wie die Werthe der VerBindwi- 
gen za bestimmten Sammen gefDoden werden kSnnen, wenn die ersten 
8 Elemente ausgesclilossen sind. Nicht so leicht finden wir die Werthe 
solcher VerbinduD^en gebildet aas dn«r bestimmten, besehrlnkten Zahl 
Elemente. 

Dörfen nar die ersten 8 Elemente vorkommen, und ist s < m-p.f-i, 
so verbinden wir 209 und 220 mit 97, indem wir zuvor in der letzten 
Gleichung 8 =s s.)-i setzen. 

18 
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Wir erkalten 

221) (f(m)(i,,,>,...))>" = P^.i-.M. - !|^.i'.M. + tlr. .•.»!.-. 
Die Vorzahl von ■* ist 

222) M, = fcJÖÜl . (m-ks-p+i)-'-'-''' 



ff 

_ tp-iy- 


,,.1.,. 

(m-ks-s-p + i)--' -•!■ 


i'i' 

. (p-k)-'- 


(ni-ks-2s-p+i)''"'-'' 


+ ,.|. 


l'F-»--l' 



Selir Interessante, hierher gehSrige Untersachnngeii findet i 
in iler dritten AbhAndlans der Analyats von Schwiiks. 
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GESCHAFT E 

welche 

DIE GEDOPPELTEN VERBINDUNGEN 

mit oder ohne 

Wiederholung zu bestimmten Summen 
erzeugen. 



S- 29. 

Wenn man ein Polynomiam 

P = A, + A.x' + A.x' + A.V + . . . 
ZK irgend einer Potenz erhebt, so entstehen Verbindungen der Elemente 
A, deren untere Stellenzahlen immer dieselben Summen geben, und 
welche man desswegen mit der Benennung Verbindungen zu be- 
stimmten Summen belegt hat. Aus dem Vervielfachen oder Messen 
zweitheiliger, ungleicher Falttoren gehen die geordneten Verbindungen 
mit oder ohne Wiederholung hervor. Die gedoppelten Verbindungen, 
welche wir in den vorhergehenden Abhandlungen untersucht haben, ver- 
danken gleichfalls diesen beiden GeschSflen ihr Daseyn und sie umfas- 
sen und ersetzen die eben angefahrten drei Verbindungsweisen. 
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Die Mathematiker haben sieh bis Jetzt nur fitst ausschliesslich 
mit der Gntwickelung der Potenzen von Polyneiuien bescbSftiget, weil 
ihre Anwendung nSher lag und mehr Nutzen za gewfihren schien, GrSs- 
gere Allgemeinheit geben aber die Entwickelangen von Produkten oder 
Brfiehen mehrtheiliger, ungleicher Faktoren, sie werfen auch ein helle- 
res Licht auf die bekannten Gesetze der Potenzen von Polynomien, und 
lassen einen oft nicht geahnten Zusammenhang der verschiedensten For- 
men erkennen, durch sie erst wird deutlich, was früher oft nur dankel 
geflihlt wurde. 

Was wir im Nachfolgenden aus unsern vorii ergehenden Untersu- 
chan|;en gezogen haben, ist eine blosse Andeutung; der eigentliche Nutzen 
der gedoppelten A'erbindungen zeigt sich erat in seinem wahren Lichte 
bei den Fakultäten und andern Untersuchungen, denen wir eine beson- 
dere Schrift widmen werden. 

Es ley 

223) (0,1,2,3,..) P. = Ai" + A;'x' + A;'x- + A'rx' + . . . 
und 

224) (o, 1. 1,-) P, . (0, 1, a...) P. . (o, i, 2,") P. . . . Co, i, 2.-0 P. = (0, 1, 2,-) P (1, 2. 3, - n) 

Kommen bei den unteren Stellenzablen alle Zahlen 0,1,2,3,.. vor, 
so ist ihre Angabe nicht nöthig, and wir kürzen die vorstehende Be- 
zeichnung ab in 

225) P..P..P.....P, = P (1,2,3.. -n) 
Auf gleiche Weise setzen wir 

226) 7 To-T r-5 "7 TH- = (0.1,2,3,..) Pri,2,3,..nJ 

^ (0,1,2,..) P..(0,l,2,..) P (0,1,2,. .)P. L>'. J 

Und wenn die unteren Stellenzahlen keinen Beschränkungen un- 
terworfen sind, abgekürzt wie oben. 

^') p-TpTT p P. '^ PC».»'».""] 
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Das Vervielfachen. 



S- 30. 

Wird du PolyaoDiiain 

P, != AI'* + A','*.x" + A\''.x' + A[".x' H 

a;.. I AV . A'." . Ai" , , 

= Ai'(. + _.x +^.x +-^.x'+...) 

mit dem Polynomiam 

P. = Ai" + A'.".i' + Al".x' + Ai".x" +... 



A'." 



A'." 



vervi«iracbt, so entsteht 



P..P. = Ai'.Al" 



•■"( 



1 + 



'- § 


- 1 


Ai" 


Ai- 


A'.-' 


©■ 


Ai" AI" 


Ai" Ai- 


Ai""Ai" 


ÄF'Ä? 




Ai" Ai- 




Ai"'Ai- 



Bei einem wiederliolten Vervielfacben mit dem Polynomiam 

P, = AI" + Ai".l' + A;".x- + Ai".x' +. . . 



All; 
■ Ai"' 



' Ai"' 



diu 
AS"' 



erliSlt man 
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F..P..P. = Ai'.Ai'.A'." I, 



AV 




A'/' 




f + 




A." 




A'.-' 


a;-' 




A';' 


a;-' 




A;-' 


M" 




A." 


a;" 




A." 




AV 


A," 




A." 


■a." 




AV 


A;" 




Ä? 


' X" 




a:" 


X." 




a;-' 


' x» 



Nene Faktoren erzeugen neue Verbindnngeti, die ftlle demselben 
Gesetze huldigen. Die Vorzählen bestehen aus gedoppelten Verbindan- 
gen ohne Wiederholnng zu bestimmten Summen. 

Ist nun 
228) P (l,2,s,..n) = P (l,2,s,..n) ti.x- 

+ P (1,2,3,-. n) h.x' 
+ P (i,j,3,..n) t3.i' 



+ P (1,2,3,. n) t(ni 
+ 



hO-«- 
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220) P (i,j,3,..ii) t(m+i) = A'.'.Ä';'...A»' l ^((i,i,j,..n)'"f(n')) 

+ ^ ((,,,,,,.. n)<"f(ni)) 
+ i-((.,7.»,..nrf(n.)) 



+ ^((,,,,,,..»rf(m))| 
Ist hierin m^n, so bricht die Reihe mit dem Gliede 

ab. 1^ang;en die Polynomien nicht mit A., sondern mit A, an, so ist 
230) (s,»+i,..) P(i,2,s,..n)fCra+i) = 

= a;".A!-'...AS-' I A.|(,,,,3,..n)'- f (m)(> + ,,s+j,..)) 

+ -j- (Ci,i,s,..n)"" f (m+s) (s+i,s+j,..)) 

+ -T- ((«.«.»>• • ■•)'" f ("H-2S) (s+i, s+2, . .)) 



+ — ((i.J.3,..n)'-'f(m+ms)(s+i,B+j,..)|l 

Ist auch hierin A, =:o, so versehwindet der ganze Aasdmeic, so 
lange m<n; wenn aber m^n, dann ist 

231) (s+l,s+2,..) P(i,2,»,..n)l(m+i) = 

= A ((l,2,»,..n)"'f (m+ns+n)Cs+i,j+2,..)j 
Und wenn s a= o ist 

232) (1,3,3,..) P(i,a,3,..n)fCm+l) = A((i,2,3,..n)C'f(m+n) (1,2,3,..)) 
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Wir gelten za den Potenzen Ober, indem wir die oberen Stellen- 
zablen gleich werden lassen ; fiir diesen Fall erhalten wir ans 229 

233) P t (m+i) = ^ . A (f (ii.)(i,j,,,..)|-' . A:- 

+ ^- A (f(m)(>,j,>,..))">. A:-- 

+ T^T^- A(f (".)(■. 7. ,...))">. a:- 

+ 

+ ^-AlfW (,,2,.,. .))'■'. a:- 

Wenn oXmlich die oberen Stellenzahlen gleich werden, so ent- 
steht jede Verbindung der unteren Stellenzahlen so oft , als geordnete 
Verbindungen ohne Wiederholungen aus n Elementen zu einer bestimm- 
ten Zahl Ton Elementen gemacht werden können. 

Die Anzahl der geordneten Verbindungen ohne WiedeHiolangen 

aas n Elementen zu i Element ist nun ^ — ^ 

die Anzahl der geordn. Verbind, ohne Wiederh. zu 2 Elem. ist ^ — — - 

die Anzahl der geordn. Verbind, ohne Wiederh. zu 3 Elem. ist ^ _,-y;- 

Aus 230 wird 

234) (s,s+i..,) P-f(m + i) = 5^ . A |f (mn-s) (s+i. s+2,..))'" ■ Ay 

+ \:^r ■ * (f («n+as) (sj-i, s+2,..))'" . A."- 
+ ^!i^ • A (fC™ + w) Cs+i,a+a,.0)"'. A.— , 

+ 

+ ^ • A (fCm-hms)Cs-n.8+2,. .))=-• . A,— 
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Ans 231 erhSlt msn 

235) (s+i,s+a,..) P-fCm+i) = A (fCm+ns+n)(s+i,s+2,..))"' 
Und aus 232 

236) (1,2,3,..) Pr(m+i) = A (fCm+n) (1,2,3,. .))'■' 

Die Gleichan^ 233 gibt uns die bekannte anabhaogise Bildungs- 
weise der ganzen befahlen Potenzen irgend eines Polynomiums, sie ist 
ein besonderer Fall von 229, so die Gleichung 234; diese führt, wenn 
8^1, zar Gleichung 1 der Analysis. 

Wir gehen nun zu andern speciellen FSllen Aber, und nehmen 
an, es sollen alle Elemente, deren untere Stelleozahl grösser als i ist, 
verschwinden. Aus dem Polynomiam wird in diesem Falle ein Bino- 
mium, welches wir mit B bezeichnen. In 229 bleibt jetzt von allen 
Gliedern bloss das letzte stehen und es ist 

231) B(i,2,a,..n)fCm+i) = Ai".Ai"...Ä';' .(^)(i,2,3,..n)'-' 

Die vollstSndige Entwickelnng des Binomiunis aber ist 

238) B(i,2,3,..n) == a:\A'."...A';' . (i +(y^) (i,a,s,..n)'-' . x' 

+ (^)(i.ti,3...nr .X- 
+ (t^) Ci.2,Sx..n)'" . x' 



+ 



{^](u,.,,..ar.x' I 



Setzen wir in dieser Gleichung 

Al" = AL" = Ai" = . . . = AI" a=t a 
und A'."' ^ 0, A',"' = 1, Ai" = 2,...A',°' ^ n-i 
und X SS h, 

> wird 

19 • 
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239) iT" = (1,2,3,. .n-ir . «' . h' 

+ (i,j,»,..n-i)'" . «■■■ . h" 



+ (i,2,3,..ii-i)'""'' . a' . h'"* 

. Werden aber die A, unter sich gleich und gleich a, eben so die 
A. und = b, so wird 

240} (a+bx)" 5= a' + !^ . a— , b' . i' 

n''"' ,_. ,. 
+ -^ . .■ ■ . b . X- 

H _, . a ' . b . x' 

+ 

+ —1^ * * . b" . x" 
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Allgemeine Gesetze des Produktes 
P (1,2,3,. .n) 



S-31. 

Die früheren Untersnchungen über die gedoppelten Verbindungen 
setzen uns in den Stand, mit Leichtigkeit die Gesetze von P (1,2,3,.. n) 
aufzufinden. Verbinden wir die Gleichung 229 mit 11 dadurch, dass 
wir 11 mit Ai''.A'.".A'.'' verTielfachen und dann p s= Oti,3,s,..m setzen 
und dia Gleichungen, welche hierdurch entstehen, durch ZuzShIen ver- 
einigen, so wird 

241) P Ci,2,s,..n) f (m+0 = A'." . P (i,2,..s-i,8+i,..n) f (m+i) 

+ A';' . P (i,2,..s-i,s+i,..n) f m 
+ AI" . P Ci,2,..8-i,s+i,..n)E(m-i) 

+ • . 

+ All* . P Ci,2^..s-i,s+i,..n) f 1 
M'ir geben von dieser Gleichung zu No. 8 der Analysis Hber, wenn 
wir die oberen Stellenzahlen gleich werden lassen; hierdurch wird 

242) P"f(m+i) = A..P-'f(m+i) + A. .p-fm + A..p-'f(m-i) + 

+ ...+ A_.P-ti 
Auf gleiche AVeise wie 11 benutzen wir die Gleichungen 69 und 
60 und ziehen aus ihnen folgende Gesetze: 

243) n.P (1,2,3,. .n)rCm + i) = Ai^L- P (2,S,4,..n)( Cn>+i|i) 

+ A^lL.P (i,3,4,..n)f (m4.i|i) 
+ ä:]L.P (1,2,4,. .n)f(m+ili) 

+ 

+ A'.1l,.P Ci,2,3,"n-i) f (m + i|i) 
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Und 

244) iii.P(l,2 n)Km+i) = (i|in) . A'.t . P (i,a,4,..n) ((ni|i) 

+ <i|m) . A'.'i . P(l,a,4,..ii)((iii|i) 
+ (lim) . A;;: . P (l,2,4,..n)t(m|i) 

+ 

+ (l|m) . A'« . P (i,.,a,..n-i)f(iil|i) 
Wird Dan 243 mit n and 244 mit f> Tervielfticht, so erhalten 
wir aiu beiden Gleiclmngen die nachstellende, 

245) |>n + ^mj P (1,2 n)((m+i) = 

= |. + (o|m)/l) . Ail . P (i,a,4,..n)r(m+l|0 
+ I« + (o|m)?) . Alli . P (i,s,»,..n)f(m+i|0 
+ (. + (o|m)|») . A':;. . P {l,j,4,..n)r(m+i|i) 

+ 

+ (a + (o|m)(») . i':,'. . P (1,1,3,.. n-i)((m+i|0 
Aach Ton dieser Gleichnng gehen wir la den Potenzen flher, 
wenn wir die Unterschiede der oberen Stellenzahlen Terschwinden las- 
sen; in diesem Falle werden alle Horizontalreihen gleich. Da nan 
n Reihen vorhanden sind, so kOanen wir dnrch n messen und erhalten 

246) (. +.!ü.|») P-t(m+i) = <■ . A. . P--' t (m+i) 

+ (« + />) .A. .P— fra 
+ (« + V) . A. . P— t(m.i) 



+ (. + ni/!| . A. . p-f 1 
Diese Gleichung, welche hier nar für ein gaazes, bejahtes n be- 
wiesen ist, llült mit 36 der Analysis zusammen; unsere Gleichung 242 
ist ein specieller Fall von ihr, and entsteht, wenn ß^o und a^i 
gesetzt wird. 
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Die Gleielmng 242 haben wir in 246 zn einer grosseren Allge- 
meinheit gesteigert, dadurch, dass wir die Glieder mit den willkfihrli- 
chen GrSsaen a and ß verbanden haben. Es kann auch nach einer an- 
dern Seite eine Erweiterung dieser Gleichung statt finden. Wir beau- 
txen unsere Gleichung 24 und ziehen aus ihr folgende: 

24T) P (.,2 n) t(m+i) = 

=: P (s,s+i,,.s+h-i)ft . P (i,3,..s-i,8+h,..n)f (m+i) 
+ P (s,s+l,..s+h-i)f3 . .P (t,s,..s-i,s+h,..n)( m 
+ P (8,s+ 1,. . s+h-t) ts . P (i,2,..s-l,8+h,..n) {(m-i) 

+ 

^ P (s,s+i,..l+h-i)f(m+i) . P (i,2,..s-i,s+h,..n)tt 
Hier wird die Bildung eines Produktes aus n Faktoren auf die 
aus h und n-h zurückgebracht Ist S:=t, so ist 

248) P(i,2,a,..n)t(m+i) = P (1,2,3,. .h)fi . P (h + i,h+j,..n;fCm+i) 

+ P (i,2,3,..h)t2 . P Ch+i,h+2,..n)fm 
+ P (1,2 h)f3 . P (h+i,h+2,..n)f(m.i) 

+ 

+ r (i,2,3,..h)t(ra+i) . P (h+i,h+2,..B)ti 

Wollen wir zu den Potenzen eines Polynomiums übergehen, so 
setzen wir die oberen Stellenzahlen einander gleich und erhalten 

249) P-tOn+i) = I" tl . P-' t (m + l) 

+ P' t2 . P-' ( m 
+ P'ts. P->f(m-0 



+ P'f(m+i) . P-'tt 
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Der grösseren Deutlichkeit wegen 8ndern vir die Form dieser 
Gleiehanip and setzen n := k+h, so wird hieraus (No. 9 der Analysis) 

25«) P^tCm+i) = PTl . P'r(m + i) 

+ P'fc . Pfm 
+ P'(3. P'((m-i) 

+ 

+ P'((in+l). Pd 

Besteht demnach ein Exponent n aus zwei Theilen k und h, so 
Icann die Entwickelnng der nten Potenz eines Polynominms auf die 
Entwickelang der Theile zurückgebracht werden. 



S- 33. 

Ein anderes Gesetz leiten wir aus unserer Gleichung 32 ab, in- 
dem wir in ihr p =; 0,1,3, Si^m setzen and sie mit 229 verbinden, er* 
halten wir 

261) P (i,2,»,..n)f(m+i) = 

=A!,".Ar"-Al"'-'|-(Cs,s+i,..B+h-2)'"f(o]m)j.P(i,2,..s-i,s+h,..n)((m+i|i) 
+ Ai".ÄV'.-A';»" .i-((a,s+i,..s+h-i)<'f(lim)) .P(i, j,..s-i,s+h+i,..n)t(mli) 
+ A:'.Ar"-A';*""-j-((s,»+i.-->+h)"'f(2lm)).P(i,2,..s-l,s+h+2,..n)((ni-l|i) 

+ 

+ Ai'>.A;'*"..4»*'*— "A((s,s+i,..s+h+m-2)'"f(ni|ni)|.P(i,2,..s-i,B+h+m,..n)f(i|i) 

Lassen wir die oberen Stellenzahlen gleich werden, so entsteht 
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P-tCm + l) = a: j ^; . A (f(o|m)(l,2 ))'- . p-'(C">+.10 

+ ^' ■ A (f Clm) (.,,,,,..))•■' . P--'- t (n.|,) 

+ ^ . A (f(l|n,) (.,,,,,..))■' . P-'-t(m-|.) 
+ 

+ S-A(f(">l")('.^.». ■))'■' -P-'-K-l')) ) 

SetKCD wir aber hs=n-k, also n-h ^ k, so wird 
252) |-r(ni+i) = A:-'| ^,!^.A(f(o|m)(.,j,3,..))-.P'J(m+,|0 

■+Oll'):!;.A(f(i|m)(,,, ))'•>. P'-((m|0 

+ ^^^-Aff (»!■!•) (....3,..))"'.P'-tCm-.|.) 



+ (Sl^.A(f(raIm)(i,j ))'-'.P'-f(.|.) I 

Diese Gleichang zeigt nun* wie die ganzen bejahten Potenzen 
eines Polynomiums auf andere ganze bejahte Potenzen desselben Poly- 
nomiunis xurfickgebracht werden kOnnen. Betrachten wir aber die Ver- 
bindungen, welche diese Gleiehnng enthXtt, als Glieder in der Entwi- 
ckelung des verkCtrzten Polynomiams, so kBnnen wir dieselben nach 
23fl ersetzen und es wird 

253) P-tCD.+i) == a:-* j f^*f)^(i,2,s,..) P-t(iIni + ij.P^fCm+t[i) 
.^.■fI^l!'iI(,,2.3...) P'tCi|m) .P'-fCm!.) - 

+ ^'4^a.2.3.-) P*f(iIm-i).P-f(m.,Ii) 
+ 

+ f?^*(,.2.s,..)P-f(.|0 .P'-t<iIO ) 

Ib allen diesen Gleichungen kenn Jedoch k nie kleiner als m werden. 

20 
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S. 34. 

Ans der GlelchangTS sieben wir, indem wir wiederp=«,i,2,a,..m 
setzen und die Aosdrfieke, welche hierdarefa entitebeki, mit A^'^A^*^•.Ai^' 
veri»inden, die folgende Gleichong: 

254) (- + ^i«) . ^ . PCi.».«,..n)rCm+i) « 

= « . P ((i,2,3,..Ii)fi . P ((li+i,li+s,..n)rCni+i) 

+ («+i-/») . P ((I.2.». .I«)h . P ((b + i,li+»,..n)fm 
+ (« + a-J») .P CCi,»,s."b)rs. P CCb+i,b+»,..n)f(m-i) 

+ • • 

+ |«+m.j}| . P ((i,i,«,..h)r(m+i) . P ((b+i,b+s,..B)ri 
Diese Gleiehong ist sehr sllgemein und nmfasst viele der frflhe- 
ren; werden in ihr die oberen Stellensablen gleich, so entsteht jedes 
Glied so oft, sIs sieh geordnete Verbindungen ohne Wiederholang aas 
n Elementen sa h Elementen machen lassen , also ~-rr- mal : nimmt 
man diesen Faktor von beiden Seiten hinweg and setst Osh+k, so 
erhllt man 

255) (. + .^|l)P'*'f(m+,)= . .Pt. .!»((«,+ .) 

+ (• + 1.(1) . Ph . P'tm 
+ (. + >.!>) . Pb. PtCm-i) 

+ ' 

+ |«+m.|l| . I"f(m+i) . P't. 

Diese fileichang flillt mit 31 derAnslysis lasamnieD, ist Jedoch 
liier nur für ganze b^alite Potenzen bewiesen; sie ist eine allgemeinere 
Form Ton 250. 
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Hier haben irir (0,1, 3,3,. .)P durch (o,8<f.t,S4-i,..) P «lai^estellt, 
es kann aber auch (o, 1,3,3,..) P darch (s+i,s+3,..)P ansgedrfickt wer- 
den; in die Reihe der Gleichangen, welche in dem letzten Falle ent- 
stehen, gebart 30 der Analysis, wo s = o ist. 



Die AuflSsnng der umgekehrten Aufgabe der vorhergehenden 
Untersuchung leiten wir aus $. 10 her. Aus 93 wird , wenn 
p = 0,1,3,3, . .m gesetzt wird 

261) (o,i,3,..s-i,s+q,..) P(i,3 n)f(m+i) = P{i,j n)l(m+i) 

-A(((l)'"f(s|8+,-i)(s,s+i,..s+q-i)).P((3,3,4,..n)f (m-«+l|m-s-,+3) 

+ A |((l, J>" f (3B|2S+3q-3) (3,3+1,.. S+q-l)) . P ((s, 4, », . . U) ( (m-3S+l|m-3S-3q+3) 

-A|({i,3,3)"'f(3s;3S+3<l-s)(s,s+i,..3+<i-i)|.PC(<,j n)r(m-3S+i|m.as-s<l+4) 

+ •■ • 

Werden bierin die oberen Stelleniahlen gleich, so ist Iftr die 
Potenzen 

262) («,i,3,..s-i,s+ii,..) P-f(m+i) = P-f(m+i) 

- !^.A(f(s|s+q-i)(s,. + i,..s+<i-i))'" .P-f(m-s+i|m-s-,+3) 
+ ^.A|f(3s|3s+3q-3)(s,s+i,..s+<i-i)j<-'.P-'t(m-3B-nIm-3s-3il+») 

- ^.A|f(3s!35 + 3q-3)(s,s+i,..s+(|-i))'".P— f(m-8S-n|m-8s-sq+4) 
+ 

Fehlen alte hfthern Stellenzablen , so wird aus 261 
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ai3) (0,1,1,. . >-0 P(l,J,»,-.n)f(m+i) s PCi,j,a,..ii)f(iii+i) 

- A (((■rfC«lm)(...+l,..)) . P((2,j,<,..n) r (m-.+ ili) 
+ A (C(l,irf(Min.)(«,.+ l,..)) ■ P((3,4,.,..n)f(».-w+,)i) 

- A |((r,2,j)'"f(M|iii)C8,« + l,..)) . P((4,j,f,..ii)f(Di-an-i|i) 
+ 

and aas 262 
264) (0,1,3,3,. . i-i) P-f(m+il = P((m+i) 

- 4r-*(f('l'») (•.•+l,-))'"-P-f("'-'+«l') 
+ ^ ■ * (f(M|<i.)(«,«+i,..))'-'-P— ((m-w+llO 
"TT- * (f("i«')(».»+>.))"'-P""'(("'-»"+l|i) 



Die Verbindongen, wekhe die Vorzahlen begleiten, lunn uan 
als Glieder in der Bntwickelnnj Ton Polynoniien betracbten und nach 
236 ersetien. 
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D a 



M 



$.31. 
Wird die Einlieit durch int Polynoniinm 



P. = Ai" + A'.-'.l' + K'.x- + AV'.i' +,.. 

AV . A';' 



.,., / AV . A';' . AS" . 



gemessen, so entsteht 

i 1 / a;*> . 



x' - 


AV 
Ü' 


- $ 


A'.- 
■ AV 


^ $ 


'AV 


A'," Ai- 

-ÄF-A-" 


A'.- 

•AT 



*K'-W 



Messen wir von Neuem dureb das Polynominm 

P. ^ Ai" + A';'.x' + A'.".x' + Ai-\x* + . . . 



-...) 
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1 


-% 


X' - 


A'." 


X' - 




Ai- 


Ai-.Ai->- 


Ai- 




' AT- 


- 


AI" 

Ä7' 


- 




AI- 

AT 






^% 


AV 


+ 




Ai-' • Ai- 






-^ 


A'.-' 
■ Ai" 


+ 




Ai" AV 






^i 


■AI- 


+ 
+ 

+ 
+ 


Ai" 
Ai" 

a;- 

Ai' 
A'.' 
Ä? 
Ai- 
Ai" 


A':< Ai" 
AT'- SP 
a;-' Ai-' 

Ai"'Ai" 
Ai-' Ai" 
Äp-ÄP 

a;-' Ai" 

Ai"-Ai" 

Ai" Ai-' 
■Äp-Ä? 

Ai-' Ai" 
■ Ai" ■ Ai-' 

Ai-' AI" 
■Ai"'Äi" 

Ai" Ai-' 
•ÄP-ÄP 



Bin n«iiei Messen erzeagt neue Verbindangen von derselben 
Art, nur dass wieder neue Elemente darin auftreten. D«s Gesetz der 
Voriahlen ist deatlich , es ist das der ^doppelten Verbindungen 
niit Wiederholung und sn bestimmten Summen der unteren Stellen- 
aalilen. 

Wir setzen 
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265) P [i,2,j,..n] = P [i,j,3,..n] fi . »• 

+ P [i,2,3,--n] f2 . X' 
+ P [l,2,3,..n] fj . »■ 

+ 

+ P [1,2,3,. n] ((m+i) . X- 



und finden 



266) P [1,2.3,. , n] f(ni+.) = ^i.,,^i'.,,^,., j ^([i,2,3,..nr f (m)) 

-d-([i,2,,,. .„]-■>[(„)) 
+ ^([.,2,3,..nr f(n.)) 



C-)-i([.,i,3,..n]'-f(m)) I 

Fsngcn die Polynomien nicht mit A. an, sondern ist die Folge 
der Elemente A., A.,.. , A,^,.. , so ist 
261) (s,s+i,s + 2,..) P[i,2,3,..n] t(m+i) = 

°° *.'.*;■'...*;•' I ^([■.J.3,.-"]"f(n')(«+i.ä+2.0) 

- ^([1.2.3,. . nj" f(ra+s) (s+.,s+2,..)| 
+ ^([i,2,3,..i»|"'f(n«+;!s){s+i,»+2,..)| 



(-)■ ^ ([>,2r3,..i.T- f(ni+ms) (S+1,S+2,..))| 

Die GleieliDng 206 enthslt die nnabhfiugige Bildungsweise un> 
seres Bruches. Vergleichen wir sie mit der beim Vervielfachen, so er- 



kennen wir Verschiedenheiten vnd Uebereinstimmuilg, wie sie nur auf 

21 
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diesem Wege ^Wonnen werden kfioneo: die Verbindungen sind ver- 
scliieden, die Elemente negativ, die Zusammensetzung, die Form der 
unabhXngigen Bildungsweise dieselbe. Wir gellen zu speciellen Fällen 
über nnd setzen AV =i A'.*' s= AI" = . . ^ A''' = A 

Ks wird in diesem Falle 
208) P[i,2,3,..u]f(m+l) = ÄJ[c,2,J,..n]" f(m)| . A- 

- A ([1,2,3,. .nl'fH) . A— ■ 
+ A ([1,2,3,. .nj"f(m)| . A-' 

(-)-.A ([1,2,3,. .n]"f(ni)) . A — - 

Wir lassen jetzt alle oberen Stellenzalilen gleich werden nnd 
beachten, dass in diesem Falle eine jede Verbindung der unteren Stel- 
lenzablen so oft vorkBmmt, als sich, zu gleich »iel Elementen, geord- 
nete Verbindungen mit W iederholungen aus n Elementen bilden lassen. 
Nun ist die Anzahl der geordneten Verbindungen mit Wiederho- 

lungen aus n Elementen zu i Element := — = -,- — 

2 Elementen = — = + ^— ;-,7: — 

3 Elementen = —,- = 

Daher, da jetzt aus P[i,2, 3, ..n] die Potenz P"' wird 
269) P- ((ni + l) = m.- ■ A (f(m) (l,2,3,..))'" . A— ' 
+ tl^ . A (f (m) (,,2,3,..))-' . A-- 
+ (l?il-. A(f(m) {1,2,3,..))'". A— ■ 

+ 

+ <-.<-■ A(f(m)(i,l.3.-))'-'- A-— 



. (U-t 
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Dieser Ausdrocic fitllt mit der Gleichung 28 der Analysis zusam- 
men, welche also nur ein specieller Fall unseres Gesetzes 266 ist. Er 
enthalt die unabhSngige Bild ungs weise ganzer, verneinter Potenzen et- 
nes Polynomiums; wird 233 mit 269 verglichen, so finden wir die 
wichtige Wahrheit, dass, da beide Pormeu ganz identisch sind und 
nur + n und - n wechseln, dasselbe Gesetz fiir ein positives wie för 
ein negatives n und daher f&r ein Jedes n fikerhaupt gilt, wie es auch 
besehaflen seyn mag. In dem besondern Falle der Gleichheit der obe- 
ren Stellenzahlen vereinigen sich die bis dahin verschiedenen Bildun- 
gen in eine einzige, welche in dieser Vereinigung nun auch die Glei- 
chung 29 der Analysis enthSlt. 

Wird aus' dem Polynominm ein Binomium, oder verschwinden 
alle Glieder, di>ren untere Stellenzahl grOsser als l, so bleibt in 266 
nur das letzte Glied stellen und es ist 

210) B[,,»,3,..n]((ra + i) = ^,.,_^,' ^,., (-^) [.,1,3,. .nr 

daher die Entwickelung des Binoniiums 

211) B[...,3,..n] = ^.,.,;;..^., ( . + (-^) [....3,..»}" . .■ 

+ (-^)t...,3,..nr.x- 



.^*^)[M,3,..»r 



Setzen wir ferner in der Entwickelung des Binomiums 

Ar' = A," = AI" = . . =s AL" = a 
A;"' = -I, A'." s= -2, A?' =ss -3,...A*'" = -n 
and X ^ h , 

so wird 

21' 
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212) a-"!"" — a- + [i,2,3,..n}'' . »— ■ . h' 

+ [i,2,s,..oJ"* . a~*" . h" 

+ [t,2,8,..n]"' . «-'-' . h* 



Setzen wir aber bloss die A. einander gieieh und = a, so aach 
die A. und =: b, so wird 

213) (a + bx)- = a- + ^~}'^ . a--- . b' , x" 

+ ~^ • * . b' . X' 

+ ^^ — < — . a— ' , b' . x" 
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Allgemeine Gesetze des Bruchei 
P [1,2,3,. .n] 



S- 38. 

In der Gleichong 104 setzen wir ps=o, l, 3, 3,..ni, messen dnrcll 
A',".A1"...A^'", vereinigen die Gleichungen, welche hierdnrch entstehen, 
tbeils durch Zu- theils durch Abzahlen und erhalten mit Rücksicht auf 
26« 

214) P[i,2,..8-i,s+i,..n]t(m+i) = i» . P[t,2 n]t(m+i) 

+ A'." . P[i,2,8,..n](m 
+ A»' . P[l,l,»,..n]((m-i) 



+ A™ . P[i,l,s,..n]t, 

Diese Gleichung entspricht vollkommen der 241 de« $.31; las- 
sen wir den Unterschied der oberen Stellenzahlen verschwinden , so er- 
halten wir, indem wir znvor n^n+l setzen, 

215) P-t(m+i) = A..P— ((m+i) + A..P— (m-K A..P— -((m-i) + 

+ . .. + A..P— 'fi 

Dieselbe Form habeo wir Hlr ^anze bejahte Potenien gefttnden. 
Die Gleichung 242 gilt daher ganz allgemein Ar jeden Exponenten. 

So wie die Gleichung 246 ein apeeieller Fall von 242 ist, so ist 
aach die obige 2K5 ein besonderer Fall einer Xhnliehen Gldehnng, wel- 
che wir ans 183 and 189 herleiten. 

Aus 183 erhalten wir 
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216) - m.P[i,2,s,..nJt(m+i) = (i|iu).a;;1 . P[i,i,ä n]f(in|i) 

+ (l|m).A!ri . P[i,j,i,s,..ii]t(m|i) 

+ (lim).A',;l . P[i,2,3,3,-->>]t(in|l) 



+ (ijni).A',"l . P[i,2,3,--n,n]f (i«|i) 
Eben so erhalten wir aus 189 

211) n.P [1,1,3,. .n]f(oi + i) = a;;; . P[i,i,l n]t(ni+i|i) 

+ Aiil . P[i,J,j,3,-.n]((m+i|i) 
+ Ai^i, . P [i, 2,3,3,. ,n] f {ni + i|i) 



+ A'^i . P[i,2,3,..n,n] [(ni+i|i) 



Wir vervielfaehen 216 mit a and 211 mit p und verbinden beide 
durch ZnzXhlen, so wird 
218) |.n-|)m) P[i,3,3,..n]t(in+i) = 

= |ii + (o|m)|>| MX . P[i,i,2,3,..n]f (ra + i|i) 
+ (<■ + (o|m)j»| AL;1 . P[l, 2,2,1,. .n]t(nl+i|i) 
+ j" + (o|ni)|)| AJi . P[r, 2,3,3,. .nj[(m+i|i) 



+ |o + (o'm)j9| A.'l . P[l,2,3,--n,n]f (m+ijl) 

Die Gleicbsetsung der oberen Stellcuzablen führt uns zu den 
Potenzen. Alle Horizontalreiben werden in diesem Falle gleich, daher 

219) (o-™i») P-t(ra + i) = « A. .P— fCm + i) 

+ («+l.|l) A. . P-— f m 
+ (« + 2.|»j A. . P— ((m-i) 
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Diese Form ist mit 216 ganz dieselbe, nur +■ n und - n 
wechseln. Diese Gleicbnng gilt also ganz allgemein ßir Jedes n und 
ist mitbin die Gleichung 36 der Analysis in ihrer ganzen Austlebnuiig. 
An die Ueberginge der allgemeinen Gleichungen 245 and 218 zu dem 
gemeinsamen besondem Gesetze 246 kuQpren sich interessante Betrach- 
tungen, die beitragen werden, die Gesetze der Potenzen eines Polyno- 
niinms in ein helleres Licht zu setzen. 



Die Gleichung 275 ist ein specieller Fall einer viel allgemeine- 
ren Form, welche wir ans 114 herleiten. Nach diesem Gesetze erbal- 
ten wir 

280) P [1,2,3,. .n]f(m+i) = 

= P [s,s+i,..s+h-i] fi . P[i,a,..s-i,s+h,..n] f (m+i) 
+ P[s, 8+i,..s+h-i] fa . P [i,2,..s-i,s+h,..n] f m 
+ P[s,8 + i...s.fh-i] fs . P[i,j,..s-i,s + h,..n] f(m-i) 

+ 

+ P[s,s+i,..s+h-i]f (m+O . P[i,j,..r-i,s + h,..n]ft 

Ist s^ 1, so ist 

281) P[i,2,s,..n]f(m-n) ^ P [i,».s,..b] fi . P [h+i.h+s,..n]f(m+.) 

+ Pi:i,s,8,..bir2 . P[h-Hi,h+2,..n]rm 
+ P[i,2,8,..h]f». Pth+i,h+2,..n]f(m-i) 

+ 

+ P[l,2,s...b]f(m+i).Pl> + l,h + 2,.^n}ri 

Hieraus erhXlt man fär die verneinten Potenzen eines Polyno- 
niiums, wenn man n = h+k setzt, 
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282) P-'-'tC">+i) = P-'fi . P-'t(m+i) 

+ P-' h . P ' ( m 

+ p-'fj. H-'e(iii-o 



+ P-'ttm+O . P-'fl 

Dieselbe Gleichnn^ haben wir in 350 (befanden, mit dem Unter- 
schiede, dass dort beide Exponenten positiv sind. Es Lann nun ge- 
fragt werden: Massen beide Potenzen zagleich bejaht oder zugleich 
vemeini seyn, oder kann die eine bejaht und die andere verneint scyn? 

Wir kehren zur Gleichung 45 znrGck und erhalten aus ihr 

283) P(i,2,..«-i,».fh,..n)|(m-n) = 

= P[s,s.f I,..s.fh-iltl . P(l,2,j,..n)f(m + i) 
+ P[s,e+i,..».(.h-i](2 . P(i,j,s,..n)f m 
-^ P[s,s-f l,..s-|-h-l]f3 . P(l,2,3,..n)t (ra-i) 

+ 

+ P[s,s-HI,..s-Hh-l]t(m.fi) . P{i,2,3,..n)(i 
FQr s^i wird hieraus 

284) PCh.n,h.n,..n)t(m.fi) = P [1,2,3,.. Ii]fi . P(i,2,s,..n) t{m+i) 

■f P[i,2,3,..h]ti . P(i,2,3,..n)f ni 
+ P[l,2,j,..h]f3 . P (1,2,3,. .n)f(iii-i) 



+ P[l,2,3,..h]f(m+i) . P(i,2,3,..n)ti 
Für die Potenzen erhalten wir, wenn n ^ k gesetzt wird 
285) P>-'ICm+i) = P-'ti . P'(m+i) 

+ P-' fj . P" m 
+ P 't3 . P'(m-.) 



-fP-'Km-H). P-fl 
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Auf gleiclie Weise erhalten wir aas 132 folgendes Gesetz : 
286) P[i,2,..s-i,s+h,..n]f(m+i) = 

= P(s,s+i,..s+li-i) tl . P[i,2,3,..n]t(ni+i) 
+ P(s,s+i,..s+h-i)fi . P[i,j,3,..n](in 
+ P(a,s+i,..8+h-i)fj . P[i,2,3,..B]t(in-i) 

+ 

+ P(s,8+i,..s+h-i)((m+i) . P[i,3,3,..n]t» 
und , wenn s ^ i 
281) P[h+i,h+2,..n]f(ni+i) = P (,,2,3,..h)fi . P [1,2,3,.. n] ((m+i) 
+ P(i,2,3,..li)tj . P[i,a,3,..n]tm 
+ P(l,l,»,..Ii)b . P[i,j,3,..n]f(m-i) 



+ P(i,2,3,..b)r(ni+i) . P[i,2,j,..n]tj 
Die Potenzen der Polynomien zeigen hiernach folgendes Gesetz, 
wenn wieder n = k gesetzt wird 
288) P-'" = P't, . p-'f(m+i) 

+ P' b . P-' [ m 
+ P'f». P-'f(ni-i) 

+ 

+ P'tCm+i) . P->fi 
Aus den Gleichungen dieses ^ geht nun hervor, dass das Ge- 
setz, welches wir in 250 Hir bejahte Potenzen gefunden haben, ganz 
allgemein gilt, wie auch k und h beschafien seyn mögen. 



S- <«• 

Der Gleichung; 251 eirfspricht ein anderes Gesetz, welches wir 
aiM 122 herleiten. Es ist nach dieser Gleichung; 
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"P[l,j,3,..li] ( (m+l) = 

' Tcr7,-^([».«+I-»+'>?' f(olni)).P[l,2,..»-i,.+h,..n] t (ni+i|i) 



'A':'.A':">...A':*<—> a. 

A 

a! 



TS74yir:7ipT;!-f;([».»+'.--»+''-iJ''f(.|i>')).P[>."."«-'."+l'-i."°]tH0 
+ .,.. .,.>..' .,„.,., -4-(['''+'-'+''-'J"f('H-''t:'-'-'-'''+'-'-°]ft°'-'l') 

Werden aber die oberen Stellenzahlen gleich, so geht diese Glei- 
chung aber in 

290) P-r(i„+i) = A.-' I t^.A(f(olm)(.,2,3,..))"'.P-"'fC">+l|l) 

+ i^-A(fC'W('.>."-))'"-P-"'"f("'IO 

+ ^? • A (f (2 h) (l, 2,», ..))■•'. P-"-'tCm-llO 

+ 

+ t^ . A (f(in|ni) (i,>,3,..))»'. P-"'- e (l|i)) 
Setzen wir auch bierin li==n-k, so entstellt 

291) P-t(m+i) = A.— 'I t^i£'.A(f(o|m)(l,2,3,..))">.P-'f(n.+i|0 

+ '^'°,-!;.''^'" .A(f(i;m)(.,2 ))■■'. P-'-((m|.) 

+ ''".t^ -A (f(2|".)(l,1.3.-.))'".P-'--r(m.,|,) 



+ ''".t^""^ A(fW-)('.2.»v))'-'-P-'- f(l|i) ) 

Die Gleichung, welche wir hier gefunden haben ^ «ntapriebt dem 

Gesetze 252, und M'ir sehen, dass dieses Gesetz auch gilt, wenn n nnd 
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k negativ sind. Den Anadrnclc 291 iiStten wir auch ans unserer Glei- 
chung 143 herleiten können ^ eben so würde 167 zu 252 geltihrt haben. 
Betrachten wir die Verbindungen, welche die Glieder des Holy- 
nomiunis begleiten, wieder als Glieder des verkürzten Polynominms, 
so wird 



P-t(nn.i) = A.— ' I ^+Ji^'(i,,,,,..)P'f(,;m+0 . P-'fCm+llO 

(i.j,s,..)P't(t|m) .P-'-t(m|0 

+ fciillOl'd, j,,,..) P'f(,;n.-0 . P-'-tCni-ilo 



292) 

(-"+kr 



+ 



i-^'-^^^i''' )P-f('|i) • p-'-f(.|.) 



Die Gleichung 192 fiihrt uns za allgemeineren Gesetzen der Poly- 
noniien; aur gleiche Art, wie die vorhergehenden, ziehen wir aus die- 
ser Gleichung die folgende. 

293)^{»-'a^ß\ . '^, . P [1,2,3,. .n]fCBi+i) = 
\ n ' i ■ 

= a . P[(l.,t,..lO(l . P[[l.,l,..l.,l,3,..n]t(m + l) 

+ (« + l-C) . PKi.,l...lOb • P|Il.,l.-u,i,-2,..n](m. 
+ ja + j.|»| . P[(i.,j,..u)ts . P[[i„l,..i.,l,2,..n3((m-0 

+ 

+ |a+ni.|)\ . P[(l.,I,..lO((ni+l) . P[[i,,l,..i„i,2,..n] ti 

Wenn hierin die oberen gtelteniahlen gleich werden, so enUtelit 
Jede Horiionlalreihe, wegen der VerSndesung durch [ angedeutet, so 

22- 
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oft als sich geordnete Verbindungen mit Wiederholung aus n Elemen- 
ten zu li Eiementeo bilden lassen, also -^ — mal. Diesen Faktor 
nehmen wir von beiden Seiten hinweg und setzen n^k-h, so wird 

2Ö4) («-^^) . P-^-M(m + i)= a . P-fi . P-'e(m+.) 

+ («+1./J) . Pfi . P-'tm 
+ («+2.(?) . P"f3 . P»f(m-i) 

+ 

+ (a+m./j) . P-fCni+0 . P-'ft 

Dies ist die Gleichung 31 der Analysis, welche wir in 255 för 
ein ganzes bejahtes und hier für ein ganzes verneintes k bewiesen ha- 
ben; aus ihr erhalten wir unsere Gleichung 219, wenn wir h=:i und 
k =n+i setzen. 

In den beiden Gleichungen 255 und 294 ist h positiv, wShrend 
k beide Zeichen haben kann. Es kann nun gefragt werden: Gilt fär 
h auch dasselbe, finden diese Gleichungen fifr jeden Werth, sowohl 
für h als für k statt? Unsere Gleichungen 193 und 191 geben uns 
hierfiber Anfschluss; auf die angezeigte Weise leiten wir aus ihnen die 
tilgenden Gesetze ab. 

295) («-=?li|?). ^■. P(l,J,3,..n)t(m + ,) = 

= « . P[[i„i,.i,,]ti . P[(i.,l,..u,i,2,-.n)((nn.O 

+ (.+ i.|?) . P[[i„i,..u]tj . P[(i„i,..u,i,2,..n)tm 
+ (« + 2.(1) . P[[i.,i,.i.]t3 . P[(i.,i,..u,i,2,..n)t(ni-I) 

+ 

+ (.+m./!) . P[[i„i,..iJ((m+i) . P[(l.,i,..l„l,i,..ii)fi 
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296) (a + ü:^!?). !^. P [1,2,8,. .]t(nn-l) = 

= . . P([l,2,a,..l.]t. . P([h + l,h+2,..n]f(in + .) 

+ («+l.?) . P([i,2,»,..h]fj . P([h+i,h+2,..ii]tm 
+ (« + 2.|!) . P ([1,2,3,. .h]t3 . P([h+i,h+2,..n]f(m-i) 

+ 

+ (o+m.|!) . P ([1,2,3,. .h]f(m+i) . P([h+i, b+2,..li] ti 

Aus 295 erhalten wir fiir die Potenzen der Polynoniien, Indem 
wir n := k - h setzen 

291) (.-^()) . P>-'f(ni+i) = „ . P-'[1 . P>t(m+i) 
+ (.+ r.|>) . P->f2.P'fni 
+ (a + 2.|)) .P-'t3.P'((--0 

+ 

+ j.+m.fi) . P-'((ni+l) .P'fl 

Für denselben Fall entstellt aas 296, wenn wir n = k+h ae- 
tzen, die folgende Gleichung 

298) (. + ^|i). P'-'f(m + i)= . . P-'tl. P-'Km+i) 
+ j.+ ,.«) . P-'f2. P-'fm 
+ («+2.(!i . P-'t3.P-'((m-i) 



+ (.+ ni.(!) . P-'r(ni+i) . P-"ft 

Die Gesetze, welche wir in diesem J. gefunden haben, sind all- 
gemeinere Formen der Gleichungen des S- 39. Die Gleichung 294 ent- 
spricht 288, die 29T der Gleichung 285 und zuletzt entspricht 298 der 
Gleichung 282. 
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306) (o,i,j,..s-i) P [j,i n]f(m + i) = P [i, j,»,..ii] t(m+i) 

+ A (Kl)"' f(«l°>) (».»+«.-)) • P [[>.>.» «]f(°>-»+i|0 

+ A ([(■.i)"'f("im)(».«+l.-)) • P [[l,l,l,j,s,..n]f(m-as+i|i) 
+ A |[(i,i,i)<"f (ss|m) (>,>■)■ i,..)| . P [[i,i,i,i,3,>,..ii]((m-»+i|i) 
+ 

Der Uebergan^ zu den Potenzen findet wieder anf die ^wShn- 
liclie Weise statt; wir nehmen die obeien Stellenzalilen alle gleich an 
nnd erhalten aus 305 

301) (o,j,j,..s-i,s+q,..) P-f(ni+l) = P-t(ni+i) 

- fc^.A(f(sl«+q-l)(s,8+l,..«+i-l))'''.P— •f(m-»+i|ni-»-^+3) 
+ ^^, A(f{j8|2S + jq-j)(8,S+I,..«+n-l))'".P-'-((m-2S+l|m.2a-jq+3) 

- fc^;— .A(f(ds|a»+3q-ä)(s,«+«,..s-Hi-i))"'.P"*-'t{ni-»«+ilm-j»-äq+«) 
+ 

und aus 306 
308) (o,i,2,..s-0 P-(Cn>+i) = P-e(ni+0 

- '-^^1^ • A (f (s|m) (s,s+, ,..))■•> . P— • f (ni-.+ ,|,) 
+ ^^^ ■ A (f (mH) (s,a+j,. .))'•' . P-— I Cm-3»+i|i) 

- ^IP • A (f (ss|m) (s,s+i,..))"' . P-- t (m-3s+.|,) 

+ ■ 

Betrachtet man die Verbindungen , welche die Vonahlen beglei- 
ten, als Glieder in der Gntwiclcelnng von Polyooniien , so kenn man 
sie nach 236 ersetzen. 
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Eine Vergleichung der Geaetxe der Potenzen der beiden letzten 
5§. mit denen in 33 und 36 zeig:t ferner, dasa dieselben Gleichnn^en 
statt finden fQr ein negatives n sowohl, wie für ein positives, und dasa 
sie daher ganz allgemein für Jedes n gelten. 



AUGDST OSSWALD 

»I HndMtrg. 
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Verbesserungen. 

Seite ^ Zeile 3 v.u. statt werin lies worin 

— 8 erste Colonne st. 4V'.Ai".4i" l A',".A'i".A'," 

— 11 Z. 5 Y.o, St. A(Ci,2,4,s)'"f(2)).A<,-' 1. A((l,j,4,5)"'f(j)).A;"' 

— 19 Z. 1 T.o. St. A',".AV'.A',"-AJ' L =AV'.AV'-A',".Ai" 

— 21 Z. 6u.ll ».n. st A(li+t,li+j,..iiy— ' 1. A(li+i,li+2,..n)'-" 

— 23 Z. 4 T.u. St. A ((i,2,..s-i, s Ii+i,..n)»-" f(m-i|p-i)| lies 

A |(t,J,..s-i,s+li-i,..n)"-' fCm-i|p-i)| 

— 24 Z. 12 T.o. St. A j(i,2,s-i,s+li+3,..n)"'f<ni-p|o)| lies 

A j(i,2,..s-i,s+li+j,..n)'"f(ni-p|o)| 
*~ 31 statt der ersten und zweiten Zeile v.o. lies; Diese Gleiclinng 
füllt mit 392 der Anslysis zusammen. 

— 32 Z. 8 ».0. St. A([3,«]'"f(3)) 1. A([j,4]"'f(3)) 

— 36 Z. 1 T.o. st -A[i,2,3,..nJ" I. - A [i,2,3,..nj" 

— 36 Z. 6 T.o. st .A[l,j,s,.nJ" 1. . A [!,»,»,. nj" 

— 45 Z. S T.o. st haben. 1. heben. 

— 45 Z. 5 11.6 T.o. st f(m-p h) I. f(ni-p.|.h} 

— 48 Z. 12 0.22 T.o. st f(m-p h) I. f(m-p+h) 

— 51 Z. 10 T.o. st A((t,3,4,..n)<'->— ) L A((i,3.4,..n)"-"..-) 

— 52 Z. 12 T.o. stA(((h+i,h+2,..h)"'f(m|p))l.AJ((li+i,h+2,..n)^if(mlp)) 

— 63 Z. 12 T.o. st p I. q 

_ 69 Z. 9 T.o. st in jf— I. io A/f--- 

— 82 Z. 9 T.o. st A|(3,a+i,..s+b-i)'"f— I 1. A((s,s+i,..»+h)'"f — | 

— 98 Z. 5 T.n. st f (p|m| 1. f(p|m)| 

— 111 Z. 140.15 T.o. st [l,,>,..lL..,2,..n] I. [i„i,..u.,,i,3,..n] 

— 115 Z. 11 T.o. st + 1. - 

_ 128 z. 14 T.o. st öL±i);i:: i. <s±^ 

— 126 Z. 15 T.o. st !l!|il^ I. n^ 
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